Dissertacao de Mestrado
Departamento de Matematica
Universidade Federal de Pernambuco

Alguns Métodos na Teoria das Funcoes Univalentes

Hilario Alencar da Silva

Recife - Brasil



Dissertagao submetida ao corpo Docente do Programa de Pos-
Graduacao do Departamento de Matematica da Universidade Fe-
deral de Pernambuco como parte dos requisitos necessarios para
obtencao do Grau de Mestre em Ciéncias.

Alguns Métodos na Teoria das Funcoes Univalentes

Universidade Federal de Pernanbuco
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Departamento de Matemaética
Cidade Universitaria - Tel. 227-2388
Recife - Brasil
-1980-



Aos meus pais, Hildrio e Raquel.



Este trabalho foi realizado sob a orientacao do Prof. Mauriso Al-
ves, a quem agradecemos por sua compreensiva e inestimavel ajuda em
momentos decisivos.

Agradecemos ao colega Sinvaldo Gama, Prof. Ruidival Soares e, em
especial, ao Prof. Caitano Cintra.

No periodo de elaboracao desta dissertacao contamos com o apoio
financeiro da Universidade Catdlica de Pernambuco e do Conselho Na-
cional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico.

Finalizando, agradecemos a Delza Cavalcanti Xavier Lima pelo seu
excelente trabaho datilogréfico.



Sumario

1 Método de Milin e Aplicagoes
1.1 Definicoes e Lemas . . . . ... ... ... ... ......
1.2 Conjectura de Bieberbach para um subclasse de S

2 Coeficientes sucessivos de funcoes estreladas

3 Algumas subclasses de fungoes univalentes
3.1 Funcoes univalentes disjuntas . . . . . . .. .. ... ...
3.2 Funcoes limitadas e funcoes Bieberbach-Eilenberg . . .

23

27

40
40
58



Introducao

Apresentaremos no §1 do Capitulo 1, o método que foi desenvolvido
em 1964 por Milin, utilizando a Desigualdade de Grunsky ([15], Teo-
rema 3.2) para obter vérias estimativas dos coeficientes de uma fungao
univalente. No §2 deste capitulo, usaremos o método acima, para ob-
ter estimativas dos coeficientes de uma func¢ao impar em S (Teorema
1.2.2) e, como consequéncia provamos a Conjectura de Bieberbach para
funcoes em S com restricao ao segundo coeficiente.

No capitulo IT fazendo uso do Método de Milin, provaremos a Conjec-
tura de Pommerenke (Teorema 2.0.9). Esta Conjectura nao é verdadeira
para a classe S ([15], Coroldrio 6.1).

No capitulo III introduziremos as funcoes disjuntas (Definigao 3.1.1),
limitadas (Definicao 3.2.1) e Bieberbach-Eilenberg (Definigao 3.2.4). Pro-
varemos também o Teorema 3.1.2, que é uma generalizagao do Teorema
da Area ([15], Teorema 1.3). Em seguida, utilizando este teorema obte-
remos estimativas dos coeficientes destas fungoes.



Capitulo 1

Método de Milin e
Aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos um método para aplicar a Desigualdade
de Grunsky [15] ao problema dos ecoeficientes de uma fungao univa-
lente, o qual foi desenvolvido inicialmente por Milin [I1]. A dificuldade
quanto ao uso da Desigualdade de Grunsky, é que obtemos informacoes
principalmente acerca do logaritimo de [g(§) — g(2)]/(§ — z), embora
necessitemos informacgoes sobre a diferenca, quociente e sua reciproca.
Este obstaculo foi contornado pelos resultados obtidos por Lebedev e
Milin, os quais permitem obter estimativas para os coeficientes de uma
funcao univalente, a partir desta e de seu logaritimo.

1.1 Definicoes e Lemas

Sejam a € C (k= 1,2,...) dados e seja {8, }n>0 definida formalmente
pela série de poténcias

iﬁnz" = exp [i Qg zk] . (1.1.1)
n=0 k=1

Assim 3, = 1 e, derivando formalmente (1.1.1), obtemos

o o oo
g nBpz" 1 = E kagz*1 g Bnz".
n=1 k=1 n=0
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Comparando os coeficientes da igualdade acima, obtemos recursivamente
a seguinte férmula:

1 n
B =~ ;kzakﬁn_k, n=1,2.... (1.1.2)

O exemplo a seguir serd o caso extremo nos trés primeiros lemas
seguintes.

Ezemplo 1. Consideramos oy, = k~'c¥ (k = 1,2,...) com |c| < 1. Entdo,

o0 o0 1 o0
Bp 2" = ex E~lck 2| =exp |lo = cZ"
p p g 1
—cz
n=0 k=1

n=0

e, comparando os coeficientes, concluimos que

Lema 1.1.1. Sejam

_ 1 ~ 1 kn—k+1), o<~ . 5
T 1P [Z k+1 Z ntl ‘ak\]‘;wvl (1.1.3)

k+1 k=1
(n=1,2,...) e o, = 1. Entao,
Op<op1 <1, n=12,.... (1.1.4)

A igualdade o, = 1 ocorre para algum n > 1 se, e somente se, ap =
k~lck para k =1,2,...,n e |c| = 1.

Demonstragao. Aplicando a Desigualdade de Schwarz em (1.1.2), obte-
mos

1 n n
Bnf? < —5 D KMol D 1Bkl m=1,2,.... (1.1.5)
k=1 k=1

A substituigdo n — k = v em (1.1.5) acarreta
1 n n—1
Bnf? < —5 D Kl D (B (1.1.6)
k=1 v=0
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Tendo em vista que

n n—1
DB =D 1B + 18l
v=0

v=0

e (1.1.6), temos

n n—1 1 n n—1

2 2 2 2 2
DB < DI85 DR Y 18]
v=0 v=0 k=1 v=0

(1.1.7)

1 n n—1
b SRt | s
k=1 v=0

Usando (1.1.7) juntamente com o fato de que x < e*~! para todo x real,
deduzimos que

1 n n—1
e Ly mr?] I
k=1 v=0

1 «— 1
2

E vI° <

n—i—lvzom‘ - n+1

1 n 2 2 2
- e S

1 n 1 & i,
< - E lagl? — 1 L2,
< Low | Mty et 1 S

ou seja,

IN

1 < 1
Z ‘BV|2 — €xp
n+1 = n

-+ Z K mw?] S 6.

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por

n

SN | kn—k+1)
eXp[k:1k+1 ; n+1 ‘a’“]’



obtemos

1 1 1 -
< = _ k2 2
o= RSP TRT n(n—i—l); ‘ak‘]
n n n—1
1 k(n—k+1) 2] )
exp |3 —— =S H T 10 2 Sy
[k1k+1 k=1 n+1 v=
1 1 1 & "1
— o ]’CZ 2 -
P n+1+n(n—|—1)¥ e Jrkzlk‘—l—l

" k(n—k+1) 9
2Ty el

n—1
> IBF
v=0

n—1 n—1
B Ioacl2 kE(n —k+1)
_ ep[z z LT LA
k=1 k= k=1

n—1
|ak|2] Z‘ﬁvP
v=0

-1
1 — kn? +nk® — kn 5| < 9
I e oY
1 [& 1 Ekn—-)n+1)
= — _ 2 2
o |3y - S e S
Lk=1 k=1
1 n—1 k‘(n*k) ) n—1 )
S T e S DL = I | S TY
Lk=1 k=1 v=0
Fica assim provada (1.1.4), pois por definigao og = 1.
A igualdade o, = 1 ocorre para algum n > 1 se, e somente se,
tivermos igualdade em (1.1.5) para k =1,2,...,ne

n 1 -
k2 2
n+1+n(n+1); o
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for raiz da equacdo x = e~ !. A dltima condicio d4 imediatamente

que |ag| = k=t (k=1,2,--- ,n), e a igualdade em (1.1.5) nos conduz a
ap =k7'c* (k=1,2,--- ,n) com |¢| = 1. Com efeito, a igualdade em
(1.1.5) equivale a afirmar que para algum n > 1, existe ¢, tal que

Loy = B,
Loy, = ¢ B
n n n—2
(1.1.8)
%(n - 1)an—1 = Cn Bl
ap = Cp Eo.
Como |ay,| = k71, fagamos oy = ¢ com |c| = 1; usando o processo de
indugao finita e (1.1.8) temos
1 cn—l .
Z(n—1 —
n ( ) n—1 en b1

desde que a1 = ] para algum n > 2. Visto que 5y =1, 51 = ¢

por (1.1.2) e ay, = ¢y, por (1.1.8), deduzimos que

1
— " = aye,
n
ou seja,
CTL
an = —, pois |¢] = 1.
n
O
Denotando por ¢ = 0,57721 - - - a constante de Eiiler, sabemos que

1
Z>log< 2>+c, n=12,.... (1.1.9)

De (1.1.3), (1.1.4) e (1.1.9) deduzimos que

n n n
1
2 2 2012
g | By <exp[§ k |ou| - 1;_1]{ || —|—1—c], n=12,....

v=0 k=1
(1.1.10)
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De fato,

1 1 K k(n—k+1) 2] G,
Tn = exp > | Y18 <,
n+1 k:1k+1 P n+1 ot
donde
n B 1 n n 1
2 2
ST < Ve | — > kn—k+ Do =Y
v=0 L k=1 k=1

= (n+1)exp

"1
2 it

n 1 n
= (n+1)exp [E k|ak|2_m E k2]ak’2]
k=1

k=1

n
1
exp [—Zk+1 +1
k=0

1 n
ko |* — " Zk2 ]ak|2]
k=1

n 1 n
< (n+1)exp [Zk log|* — T Zk2 ]ak]2]
k=1

k=1
exp [—log (n+1+%)+1—c}
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n n
1
- 2 _ L 2012 _
= (n—l—l)explg E |o| - 1;_113 lagl*+1—c¢

k=1

b
n+3/2

n n
1
< exp [E k‘ak‘Q—m E k2|ak|2+1—C] .
k=1 k=1

Lema 1.1.2 (Desigualdade de Lebedev-Milin). Se o, (n = 1,2,...) é
definida por (1.1.3), entdo

B < ourexp [Z (k\am—,ﬁ)l

k=1
(1.1.11)

n

1

< e klog|* — — =1,2,....

< o |3 (seuf - })] . n-2
k=1

A igualdade ocorre para algum n > 1 se, e somente se, a = k~! ¢* para

k=1,2,....,ne|c|l=1.

Demonstragio. Usando (1.1.6), (1.1.3), o fato de que x < ¢! para
todo x real e, finalmente (1.1.4), obtemos

1 n 1n—1
‘Bn|2 < Ezk2|ak|2EZ|5\/|2
k=1 v=0

k=1 k=1

n n—1
- %Zkaakyzan_leXp [Zk ‘ Kl - Zk—i—l

IN

Op_1€xp —Zk2|ak|2—1+zk | Wl — Zk—l—l

n n—1 1
— curexp |3 Mol —1]

—— zkyaw L

k=1

< exp [Zn: Klagl? =S ]1] .

k=1 k=1

13
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A demonstracao da condigao de igualdade é anidloga a prova da parte
do Lema 1.1.1. O

Fazendo uso de (1.1.9), obtemos de (1.1.11) que

1Ba]? < exp Zk!aklz—logn—log(l—i-l/Qn)—c]
Lk=1

= exp Z E|og|? — c] exp [— logn] exp [—log(1 + 1/2n)]
Lk=1

(1 A\l 1 1
= 21 = k 2_Z - -
P (2;_1 o 2) n1+1/2n

< —2 L En: Elagl — <) | 2
X — —_— —
C€Xp 5 €93 B n’
L k=1 i
assim deduzimos a seguinte desigualdade:
|Bn| < —= exp [ Zk‘|ak|2—ci n=12,.... (1.1.12)

Além disso, desde que 0,1 < o1 paran = 2,3,...e 51 = ay por (1.1.2),
também obtemos de (1.1.11) e (1.1.3) que, paran =2,3,...

- 1
2 < 2 1
‘ﬁn| S~ Op—1€Xp [Z <k|ak| k)]
k=1
< orexp ; k:|ozk|2—l
k
k=1
1 11 - 1
— e |3 gl Wl Prew [ (k|ak|2—k)],
k=1
isto é,
1 11 - 1
2< o 2 - — —|ay)? 2__ 1.1.1
8ul? < (1 + [ [?) exp [2 ol + 3 (v k)] (11.13)
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paran =2,3,....

Lema 1.1.3. Se 5, € C (n = 0,1,...) eax € C (k = 1,2,...) sdo
definidos por (1.1.1), entao

> [Bal? <exp [Z klozk|2] , (1.1.14)
n=0 k=1

desde que o membro direito da desigualdade acima convirja. A igualdade
ocorre para o = k=1ck (le| < 1) e B, =™

Demonstragao. Aplicando a Desigualdade de Schwarz em (1.1.2), obte-
mos

n

n n 1/2
1 9 1
< — | < —
|Bn| > E ko, Br—k TL‘ > [E 1 ’kak ﬂn—k| ];:1: ??,2]

k=1 k=
n ) 1/2
= [Z K2 | 1Bkl ] :
n
k=1
Logo,
n
7’L|Bn|2 < k2|ak|2|6n—k‘2> n=12.... (1115)
k=1
oo oo
Sejam a(x) = Y klag|?z® e B(z) = Z |Bnl? 2™ com x € [0,1). Deri-
k=1 n=0

vando a(z) e (), e usando (1.1.15), temos que f'(z) < o/(x)B(z). De
fato,

o(2)B(x) = D K |P 2t (B a"
k=1 n=0

o0 [o¢]

= Y (n+1)?|anP2™ Y B2
n=0 n=0
(o) n

= > D k+ 1) ks Bail] 27
n=0 Lk=0

15



n

I
NE

(k +1)% g1 ]? \5n1k|2] a" !
Lk

i
—
Il
o

3

I
NE

k2 ’ak’2 ’/BnkP] wnfl

n=1 Lk=1
oo

> Y nfag)Pat T = B(@).
k=1

Como «(0) =0 e 5(0) = 1, segue-se que

A e
1ogﬁ(m>—/0 o dsg/o (€) dé = a(z),

ou seja,
B(x) < exp a(x).
Portanto,

i \ﬁn|2m” < exp [i k ]akPwk]

n=0 k=1

e obtemos (1.1.14) fazendo = — 1.
A prova da condicdo de igualdade é imediata. Com efeito, para
ar =k71c* (Je] < 1) e By = ¢ vemos que

3 "] _ 1
exp Lgll{:]ak] ] = exp [E = ] = exp [log T |c|2}

k=1

o o0
= Dl =1
n=0 n=0

Definigao 1.1.4. Denotamos por ) a classe das fungoes
oo
g(z) =z + Z bn Z_na
n=0

que sao analiticas e univalentes em A = {z € C : |z| > 1}, exceto para
um polo simples no infinito com residuo um.

16



Definiremos agora os polindmios de Faber e enunciaremos a Desi-
gualdade de Grunsky. Para maiores detalhes ver [15].
Sejam

o0
g(z) =2+ bpz " (1.1.16)
n=0

pertencente a > e w € C fixo. A funcgio log[¢~1(g(£) — w)] é analitica
para valores grandes de || e se anula no infinito por (1.1.16). Logo,
podemos escrever sua expansao em torno do infinito como sendo:

1Ogg(§)€_w — _Z %d)n(w) & (weC ¢ grande). (1.1.17)
n=1

Derivando (1.1.17) com relacao a £ e pondo ¢g(w) = 1, obtemos que

§ O -WO-w) _ JE 1Ny et
96 —w e G L

g/(g) _ - w —(n+1)
76w n;)qsn( ) € . (1.1.18)

Substituindo a expansao (1.1.16) em (1.1.18), vemos que

1- i nby, £~ £~ i nbp "
n=1 n=1

E+) bul " —w E+D bpE" —w
n=0

Portanto

=) nbp &= [+ (bo—w)+ Y b
n=1 n=1

17



e comparando os coeficientes, obtemos ¢ (w) = w — by e recursivamente
a seguinte férmula:

Pny1(w) = (w—bg)pn(w an vby(w)—(n+1)b, para n=1,2,....

Segue-se por indugao que ¢, (w) é um polinémio de grau n da forma
bn(w) = (w —bo)" —nbi(w—by)" 2 4..., n=23,....

Chamamos ¢, (w) o enésimo Polinémio de Faber de g(z).
Introduziremos agora os coeficientes de Grunsky.
Podemos escrever

1og9(2:g<5) == > bz P (|2l > R €| > R),  (1.1.19)

k=1 (=1

porque g(z) # g(§) (= # &) e g'(z) # 0 em {|z] > R,[{] > R}.
Deste modo, a fungao do membro esquerdo de (1.1.19) é analitica neste
dominio. O sinal negativo é por conveniéncia.

Denominamos bge (k,¢ = 1,2,...) os coeficientes de Grunsky da
funcao g(z). E claro que by = bg.

Fazendo w = g(z) em (1.1.17), deduzimos que

9@ —9() _ | [98) —9() ¢
e T 1g[ R
_ logg(E)gg()—HOgggZ
= S ) e oy
2% k(g LR
=1
= =) o (9(2) ¢ —log (12
;k kY < 5)
— 1 —k — 1 ke—k
= —Z%qﬁk(g(z))f —Z%Z 5
k=1 k=1



donde concluimos que

9(6) —9(2) _ _i

k=1

(61 (9(2) = 2*| . (1.1.20)

| =

Por (1.1.19) e (1.1.20) obtemos que

Z% [ébk (9(2)) — Zk} EF=" b,
k=1 k=1 ¢=1
ou seja,
drl(g(2)) = 2"+ kY brez™t, 2| > R. (1.1.21)
=1

Como ¢1(w) = w — by, segue-se de (1.1.21) que
bpp = b = by, k=1,2,.... (1.1.22)

Desigualdade de Grunsky. Seg € > e\, € C (k= 1,2,...),

entao
oo

> b e

(=1

= RSO
k il

k=1

desde que a ultima série convirja.
Para demonstracao ver [15], Teorema 3.2.

Lema 1.1.5. Sege ) e E=C\ g(A), entdo

n n

1 1
max Y Slop(w)?<4) T 4+1,248 (n=1,2,...)  (1.1.23)
weE k k

k=1 k=1

€
ma n1\¢(w)!2<4n3—0752 (n=23,...)  (1124)
wels £ PR = o =40 L

k=2

i
I



Demonstracdo. Seja |z| = r > 1. Desde que (a + b)? < 2a? + 2b%,
obtemos de (1.1.21) que

1 1 ad
E!cbk(g(z))lz = % Kk Y b2t
(=1

i Y, 2t

(=1

IN

1

Y

donde

n

Z |61(g |2<2Z |z|2k+22k
k=1

k=1

Z bkgz

Fazendo A, = 2% na Desigualdade de Grunsky, deduzimos que

Dok buaf| <) Hm =) prtsler— o
k=1 le=1 k=1 k=1
pois |z| = r. Portanto,
n n 1
2k
; |91 (9 kz T2 log 3 (1.1.25)

Com h, =1+ % +...+ % e r = logr > 0, podemos escrever a expressao
a direita da desigualdade (1.1.25) como

x62m-_1
2hn—|—4/ ————— T dr +2 log
0

e —1 1—e 22’

pois

306277,7'_1 n
4/0 et —_ 1 22

k=1

?r\b—‘
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Visto que *” — 1 > 27¢e” (7 > 0), deduzimos que

xe2n7_1
2hn—|—4/ ———— " dr +2 log
0

e —1 1—e 20

$62n7_1 )
< 2h 4 - T d 2 1
B nt /0 orer © T 8 e
T e(2n+1)7— — e
= 2hn+2/07_d7-—210g(2x)+2x
xr (2n+1)7—_ T_1 1 - 1
- 2hn+2/ c LT T 5 log
0 T o0
T (2n+1)7'_1 T T -
= 2hn+2/ed7+2/6+7d7_2/d7
0 T 0 T 0
1
+2x + 2 log —
2x
T (2n+1)7’_1 x T_q1_ )
= 2hn+2/6d7_2/ [67] dr 12 log L,
0 T 0 T 2z
Logo,
n
1 T (2n+1)T _
Y Cloklg@)P < 2y +2 / e -1
k:lk 0 T

(1.1.26)
€T T _ 1 . 1
ByJEatuRl
0 T 2z

Por (1.1.19), temos que

1 = 1
10g(n+2) <k_1 E—c:hn—c.
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Agora, fazendo =z = DR vemos que

1 2n+1 n 1
2log% = 2 log 2% —210g[§+2£}

= 2 log E (n%—é)] =2 logé—i-Q log [n—i—é]

1
= —2 log&+2 log |:7’L+ 2} < =2 log& + 2h, — 2c
(1.1.27)

eCnt+)T _ 4 Eet 1
2/ ——dr = 2/ ; dt, onde t = (2n +1)7. (1.1.28)
0 0

T

Deduzimos de / ———  d7 >0, (1.1.26), (1.1.27) e (1.1.28) que
0

n €t 1

%|¢k(9(2))\2 < 4h, + 2/ dt — 2log & — 2c. (1.1.29)

k=1 0

Uma étima escolha para & é log 2, pois € = log 2 torna minimo o valor da
expressao a direita de (1.1.29), e, portanto, a integral pode ser calculada
consultando uma tabela.

Desde que ¢(w) é analitica, |¢p(w)| é subharmonica em C e E C
C\{g(2) : |z| > r}; o Principio do Maximo para fungoes subharmonicas
e (1.1.29) mostram que

wek =

max ](bk < Z 2))|? < 4hy, +1,248.
k:l k=

Fazendo uma simples mundaca no inicio da demonstracao anterior,
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provamos (1.1.24). De fato,

n

S 1 16l Z BT
k=2

k=2

1
<2) %m% 212\2+2§ k
k=1

k=1

Zbuz

2

Zbkgz

n
1
SQE —r2k—2+2log1 — Dpara 2| >1en=2,3,...
—7r

Segue-se o resultado exatamente como na demonstragao de (1.1.23).
A seguir, fazendo uso do Método de Milin, provaremos Conjectura
de Bieberbach para uma subclasse de S. ]

1.2 Conjectura de Bieberbach para um subclasse
de S

Definigdo 1.2.1. Seja S = {f(2) = z + a22z® + ... : f ¢ analitica e
injetiva em D} a classe de fungoes univalentes normalizadas.

“Univalentes” porque se f estd em S, entao f é analitca e injetiva
em D, onde D = {z € C: |Z] < 1}; “normalizadas” porque se f estd
em S, entdao f(0) =0e f'(0) =1

Conjectura de Bieberbach. Se f(2) = z + ag2? + a3z + - - - estd
em S, entao

lan| <n (n=2,3,...),
e ocorre a igualdade se, e somente se,

z

f(z):fG(z):m, 0<6<2r.

A funcao fy(z) é chamada uma rotacao da funcao de Koebe:

1
fo(z) = =Bk

23



Consideremos a subclasse de S, constituida das fun¢es univalentes
impares

o0
fR) =24 ammp 2", |2 <L (1.2.1)
n=1

Teorema 1.2.2. Se f(z) é uma fungao impar em S, entao
lasmst| < 1,17, n=1,2,.... (1.2.2)
Se, além disso, |ag| < 0,525, entdo
laons1| <1, n=1,2,.... (1.2.3)

Demonstragao. Desde que f(z) é impar e univalente, a funcao definida

-2
por g(§) = [fﬁ] pertence a »_ ([15], Lema 1.2). Por (1.2.1) e pela
expressao (1.1.17) com w = 0 temos

00 — —-1/2 00
143 gy o= IV [Q(z 1>] e [; >! %(O)Zk] |
n=1

vz 271

Portanto, a relagao (1.1.1) é satisfeita com

1
ok = o 0k(0), Bo=amr (nk=12..) (1.2.4)

e, em particular, oy = #1 = a3 por 1.1.2. Consequentemente, pelo Lema
1.1.2, vemos que

n n

DI P

lagni1|> < exp |~
k=1 k=1

Desde que 0 € E, pois g(§) nao se anula para || > 1, obtemos por
(1.1.23) que

n

1 5 =1 1,248
- <) - =1,2,....
;quﬁk(o)l _kzlk+ . =12

=

Logo,
1,248

laons1]? < exp [ ] =exp 0,312 < (1,17)?
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paran = 1,2,..., obtendo (1.2.2).
Deduzimos de (1.1.13) e (1.2.4) que

1 1—as? | 1n1
|a2n+1’2 < 5(1 + ‘a3’2)exp [3’ + 727

2 4 k
k=1
(1.2.5)
1
|pr(0) % — Zk] paran =2,3,....
k=1
1
Como B ¢1(0) = ag por (1.2.4), segue-se de (1.1.24) que
1 1 N1 0,752 -1
- - 0)PF<) ——2"=3 _—_0,188
HD DL TNOIEED SRR o T
k=2 k=1 k=1
donde
11 11
127 10OF < Do+ 1910 - 0,188
k=1 k=1
1
- o+ las” = 0,188
k=1
Portanto, por (1.2.5) temos que
2 1 2 1 2
|azn+1]” < 5 (1 +as[") exp |5 (1 + |as|") — 0,188,
e como |ag| < 0,525, obtemos (1.2.3). O

As demonstragoes de (1.2.2) e (1.2.3) foram obtidas, respectiva-
mente, por Milin [10] e Aharonov [2].

Observe que nao é possivel provar (1.2.2) com 1 em vez de 1,17. De
fato, Fekete e Szeg em 1933 ([15], Corolério 6.1) mostraram a existéncia
de uma funcao fmpar em S com

1
jas| = 5 + e™%/% ~1,013.
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oo
Corolario 1.2.3 ([2]). Se f(z) = z + Z anz" pertence a S e |ag| <

n=2

1,05, entao
lan| <n, n=23,....

Demonstracdo. Defina

oo
P = VI =2+ Y i 22 (1.2.6)
k=1
a qual é uma fungao impar em S ([15], Lema 1.2).
Por (1.2.6) temos
n—1
Un =) 3,41 G5y op 1, N=2,3,.... (1.2.7)
k=0

Em particular,
1
* * * * * * *
az = E Agpt1 G3_9p = Q7 a3 + a3 aj = 2az,
k=0

pois a7 =1 por (1.2.6).
Aplicando a Desigualdade de Schwarz em (1.2.7), deduzimos que

n—1 12 -1 1/2
ol =[Sl 3 bt
Lk=0 i Lk=0
m—1 11/2 [n—1 1/2 n—1
2 2
- S| (S| =S
Lk=0 i Lk=0 k=0
Como |az| < 1,05, ou seja,
a 1,05
la3| = ‘22’ < ’2 = 0,525,
segue-se de (1.2.3) que
n—1 n—1
D lasel? = 1ail> + ) lag [P <n.
k=0 k=1
Logo |an| <n (n=2,1,---),se f € S e |az| < 1,05. O
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Capitulo 2

Coeficientes sucessivos de
funcoes estreladas

Pretendemos mostrar neste capitulo a prova de uma conjectura feita por
Pommerenke ([11], Problema 3.5), a saber:

lania] = lanll <1

para toda funcao
o
flz) = z—i—Zan z"
n=2

pertencente a subclasse de S, constituida de fungoes estreladas (De-
finigao 2.2). Esta conjectura foi provada recentemente por Yuk Leung

[5]-

Definigao 2.0.4. Denotamos por P a classe de funcoes
oo
p(z) =1+ pn 2",
n=1

que sao analiticas e de partes reais positivas em D.

Definigdo 2.0.5. Dizemos que uma funcio f(z) = z +ag 22 +... é
estrelada em D, se a funcao é univalente em D, e se F' = f(D) é estrelado
com respeito a origem, isto é, se w € F implica que tw € F, 0 <t < 1.
Denotamos por S* a subclasse de S constituida de fungoes estreladas.

Para provarmos a Conjectura de Pommerenke, necessitamos dos dois
seguintes lemas:
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Lema 2.0.6. Uma fun¢ao analitica f(z) pertence a S* se, e somente

2f'(2)

se, p(z) = 5 pertence a P.

Para demonstragao ver [15], Teorema 2.5.

Lema 2.0.7. [9] Seja p € P, e seja {\n}n>1 uma sequéncia de nimeros
reais nao negativos, tal que

o
Q(Z) = Z An Pn 2"
n=1
¢ analitica em D. Se Re q(z) < M para todo z pertencente a D, entdo

oo
> A lpal? < 2M.

n=1

Demonstracio. Sejam u(r,0) = Re p(re?), v(r,0) = Re q(re') com
0<r<1ep,=c,+1id,. Entao,

u(r,§) = Re {1 + Z(cn + idy)r" eme}

n=1

= Re {1 + Z<C” + idy,)r" (cosnf + isen n@)}

n=1

= Re {1 + Z(cn cosnb — d, sennf)r"

n=1

—i—in"(dn cosnb + ¢, sennd) }

n=1

= 1+ Z(C" cosnf — d, sennf)r"

n=1
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v(r,6) = Re {Z)\n(cn + idy,)r" eme}

+i(\p dp cosnb + Ny, ¢, sennf)|r"}

= Re {Z)\n (¢, cosy, 0 — dy sennf)r"

n=1

—i—iZ(dn cosnb + ¢, sen n@)/\nr"}

n=1

o0
= Z)\n(cn cosnf — dy, sennf)r".

n=1

Portanto,

u(r,0) = 1+ Z(cn cosnb — d,, sennf)r"
n=1

(2.0.1)
v(r,0) = Z/\" (cn cosnl — d,, senn)r".

n=1

Desde que as duas séries de (2.0.1) convergem absolutamente e unifor-
memente em [0, 27], multiplicamos e integramos termo a termo estas
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séries para obter:

/O%U(T,O)U(T,H)dﬁ = /027r

[Z)\n (cn cosnf — dy, sen n&)r”] do

n=1

1+ Z(C” cosnf — d, sen nQ)r"]

n=1

n=1

21 o0
— / [Z)\n (¢ cosn — dy, sennf)r"
0

+Z(cn cosnb — d, sennf)r"

n=1

Z)\n (cn cosnb — dy, sen nG)r"] do

n=1

2 | ©©
= / [Z)\n (cn cosnf — d, sen nﬁ)r”] do
0

n=1
27
/
0

> "An (cncosnb — dy sen n@)r”] do.

n=1

Z(cn cosnf — d, sennf)r"

n=1

Como

27 2 27
/ sen nf cosml db = / cosnb db = / sennf df =0
0 0 0

Y

2 2
/ cos nf cos mb de/ sen nf sen mo d0:{ 0, se m#mn
0 0

T, se m=mn
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temos que

21 (0.0 o0
/ u(r,@)v(r,0)do =« Z Al +d2)r* =1 Z P
0 n=1 n=1

Logo,

> 2
Z/\n]pn]2r2" = 1/ u(r, @)v(r, 0)do.
n=1 TJo

Desde que u(r,8) > 0 (por definicao) e v(r,0) < M (por hipétese),
deduzimos que

0 1 2 M 27
E Anlpn|?r?" = / u(r, @)v(r,0)do < / u(r, 0)do
n=1 0 0

s T

M 2 0
= / 1+ Z(cn cosnf — d, sennf)r’ | do
™ Jo n=1
= 2M.
Portanto, segue-se o resultado desejado quando fazemos r — 17 O

Corolario 2.0.8. Para todo p pertencente a P e todo inteiro positivo n,
existe & com || =1 tal que

n n

1 12
Y ok — € <
k’pk §"° <

k=1 k=1

T =

Demonstragao. Aplicando o Lema 2.0.7 a funcao

1
a(z) =) oo,
k=1
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deduzimos que

—~1 K2 _
Z%h?k—f - =
k=1

3

Nl

k

(pk = €M) (P — &)

B
Il
—

3

1 _ —k _ —k
= %[pkpk—pkf —Ekp;ﬁrékﬁ}
k=1
n 1 n 1 n 1 —k B
= %Iﬁ\% + ZE\PHQ - Z%(Pk &+, +&).
k=1 k=1 k=1
Desde que
n 1 i . n 1 e B
Do g & APE) =2 Re 3 =& © =2 Re [g(9)),
k=1 k=1

segue-se entao

n n

S lpe— € =3 kP — 2 Re [g@®) + D 16
k=1

k=1 k=1

e, escolhendo £ com [£| =1 tal que

Re [q(&)] = M = max Re [q(2)],
temos: . "
Z% Ipr — £ < Z%
k=1 k=1
O

Teorema 2.0.9 (Conjectura de Pommerenke). Para toda funcao f(z) =

o0
z+ Zan 2" pertencente a S*, temos que
n=2
Han+1‘_’anH <1l n=12---.
A igualdade ocorre para algum n se, e so se, f(z) € uma fungdo da forma
z

(1—c2)(1-¢2)

para algum ¢ e § com |c| = |£| = 1.
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o
Demonstragao. Se f(z) = z+ Zan z" pertence a S*, entao pelo Lema

n=2

2.0.6

o

o0
para alguma p(z) =1+ Z pr 2* pertencente a P. Definamos
k=1

(2)
gz)=4{ e A0
1, se z=0

onde g é obviamente analitica em D. Assim,

%bg[g(z)} _ 9/(2) _ Zf/(j}(_z)f(z) _ p(z)z_ 1’

e, consequentemente,

z t

/Odt 10g [g(t)] dt = 10g f(z):/o &dt
- /zt_lzpktkdt
0 —1

2 [ o0 - oo 1
= / [Zpk tk 1] dt:ZE pr 2~
0 k=1 k=1
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log [(1 —&2) (Zz)] = log(1 —¢z) +logf(;)
_ _ilgkzk+ilp h
k ko
k=1 k=1
N (2.0.2)
= > % (pr — €5)2"
k=1
= Z ay 2, onde ay, = % (pk —£k).
k=1
Por outro lado,
1-e" = 19 ) =3 ana - Y o
n=0 n=0
= Z (ap+1 — Eap)2" (2.0.3)
n=0

[oe)
= Z Bn 2", onde B, = api1 — Ean,
n=0

ag=0ea; =1.

Por (2.0.2) e (2.0.3) obtemos
Z B 2" = exp [Z Qg zk] , (2.0.4)
n=0 n=0

1
que é arelagao (1.1.1) com ay, = %(pk—f'k) e Bn = ap+1—Eay,. Portanto,
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aplicando a Desigualdade de Lebedev-Milin (Lema 1.1.2), obtemos que

|an+1 - gan|2 < exp [Z %(pk - gk) - k‘]
k=1 k=1
(2.0.5)
n n
1 1
= exp |> e =P .
k k
k=1 k=1
Pelo Corolario 2.0.8, podemos escolher ¢ com |¢| = 1 para fazermos o

expoente da expressao a direita de (2.0.5) nao positivo. Portanto,
lan+1 — Ean| < 1. (2.0.6)

Desde que ||apt1|—|an|| < |ant1—E&ay| paratodo & com [€] = 1, obtemos
por (2.0.6) a desigualdade desejada

||an+1’ - |anH <L
Se ||an+1|—|an|| = 1, entao ocorre a igualdade em (2.0.5) para algum
&; o que nos conduz a igualdade em (1.1.11). Logo,
Ck
ap = - com lel=1¢e¢ k=1,2,...,n. (2.0.7)

Por (2.0.7) e (2.0.4) temos

n

o0 k
Z B 2" = exp % 240 ("] . (2.0.8)
n=0 k=1

Igualando os coeficientes de Taylor em ambos os membros de (2.0.8),
obtemos
Bp =cF para k=1,2,...,n,

ou seja,
g1 =Eap+c*, k=1,2,....n e |c]=1. (2.0.9)

Por um simples argumento indutivo mostra-se que

Ck;—H . €k+1

k=1,2,...,n;
C—é- ) ) &y » T

ag+1 =
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e pondo e = %, temos que

kL kL giO1) k(] if(kt1))

1 = ¢ — cet? - c(l—e?) 7’
ou seja,
1— ei(k-‘rl)@

|ak+1| = w ’ k= ]-727 y (2010)

Portanto, a afirmagao de que ||an+1| — |an|| = 1 nos conduz a
1— ei(n-‘rl)G 1— ein@
1— et ‘l—eio =1
donde
11— ) — 1 — )] = |1 — ). (2.0.11)

Em geral, temos a seguinte desigualdade:
Hl _ ei(n+1)9| _ |1 _ ein9|| < |(1 _ ei(n+1)9) _ (1 _ ein6)|
— |6i(n+1)9 _ ein0| _ |6in0(6i9 _ 1)|,

isto é,
Hl o ei(n+1)9’ _ ‘1 _ einQH < |1 - ew”
com igualdade ocorrendo somente quando os dois vetores

n+1)0 0

vn+1:1—e’( e v, =1—¢€"

forem colineares. Como v,41 € v, 820 nao colineares para qualquer que
seja n e satisfazem a igualdade (2.0.11), temos trés casos a considerar:

1° caso: 6 =0, isto é, vp11 = v, = 0;
2° caso: v, = 0;

3° caso: vp+1 = 0.
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No primeiro caso, quando 6 = 0, obtemos £ = ¢. Consequentemente,
|ag| = € + ¢ = 2| = 2.

Como |az| = 2 se, e somente se,
oo
f(2) :z+z ap 2"
n=2

for uma rotacao da fungao de Koebe , Teorema 1.5), segue-

z
o )
se o resultado desejado. Para estudar o segundo caso, necessitamos
introduzir algumas defini¢bes juntamente com um lema.

Definigao 2.0.10. Denominamos V7, | a regiao de dimensao 2k, cons-

o0
tituida de todos os pontos (az,as,...,a,+1) com z + Z aj, 2" perten-
k=2
cente a S*
Definicao 2.0.11. Fixados ag,as, ..., ax, seja C; | = Cy (az, ..., ak)
a segao transversal de dimensao dois de V', | na qual ay; varia.
Lema 2.0.12. Seja (a2,as,...,a+1) pertencente a Vi .- Se
(az,as,...,ax11) estd na fronteira de V)%, ,, entio C} ,(az,...,ak1)
consiste de um unico ponto.
Para demonstragao ver [3], Teorema 1.
No segundo caso, quando v, = 0, deduzimos de (2.0.10) e (2.0.9) que
an =0 e |ap41] = 1. Portanto, temos que (az,as,...,an—1,0,an11) estd

necessariamente na fronteira de V7, ;, pois, caso contrario, terfamos

(paz, paz,- -+, pan-1,0, pany1) € V;'yy para algum p > 1.
Isto é impossivel, porque obteriamos ||pa,| — |panti|| = p > 1, o que
contradiz a primeira parte do Teorema 2.0.9. Logo, pelo Lema 2.0.12,
obtemos um <nico ponto (az,...,0,an41,an42) € V;50y. Como z +
o0 Ck’fk
Z 2k € 8* [1] temos entdo
iy
Cn+2 o €n+2
Upyo = ———————
n+2 c_ 5
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Podemos repetir o argumento acima para mostrar que

(CLQ, ey Qp—1, 07 An+41, (ln+2)

estd na fronteira de V7, , e obter, em geral, que

CnJrj _ €n+j
Qpiyj = ﬁ para todo j inteiro positivo.
Entao
Z" = - = cz
n=1 C—§ n:lc_§ n=1 C_§ C_gnzl
1 o0
- (&2)"
€= 5 n=1
1 cz 1 &z z

c—¢ 1—cz c—€ 1-& (A-c2)(1-¢2)

Logo, a fungao neste caso tem a forma

z
I—c)(l—&2)
Similarmente, o mesmo resultado para o 3° caso. O

Deduziremos dois resultados imediatos do Teorema 2.0.9. O primeiro
é bastante conhecido, e foi obtido por Léwner (1917). O segundo devido
ao Privalov (1924).

[e.9]

Corolério 2.0.13. Para toda funcio f(z) =z + Z an z" pertencente
n=2

a S*,

lan] <n, n=2,3,.... (2.0.12)
Demonstragao. O resultado |ag| < 2| é bastante conhecido e foi provado
por Bieberbach em 1916 ([15], Teorema 1.5).
Suponhamos que |a,| < n. Logo, pelo Teorema 2.0.9

ania] 1+ anl <14

Assim, obtivemos (2.0.12) por inducao. O
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Corolario 2.0.14. Para toda fungao impar f(z) = z + i Aoy 22"
pertencente a S*, temos "
lagns1 <1, n=1,2,.... (2.0.13)
Demonstracdo. Temos pelo Teorema 2.0.9 que
lag1] — lax| <1, k=1,2,....
Pondo k& = 2n, deduziremos que
laon+1| — |agn] <1, n=1,2,....

Desde que as, = 0 par n = 1,2,..., pois f € S* e é impar, obtemos
(2.0.13). 0

39



Capitulo 3

Algumas subclasses de
funcoes univalentes

Apresentaremos neste capitulo uma generalizagao da Desigualdade de
Grunsky, no que diz respeito a inclusao de mais informagoes acerca da
fungao g € > (Definigao 1.1.1). Em seguida, fazendo uso desta genera-
lizacado, obteremos algumas estimativas para os coeficientes das funcoes
dos seguintes tipos: disjuntas, limitadas e Bieberbach - Eilenberg.

3.1 Funcoes univalentes disjuntas

Definigao 3.1.1. Dizemos que duas fungoes sdo disjuntas, se suas ima-

gens sao disjuntas.
Consideremos o par

f(z) = arz+ax2?+...,a1#0, z€ D

g€ = E+bo+b &4 €A
de fungoes univalentes disjuntas, isto é, assumiremos que
f(D)Ng(A) =0.
Definimos by (k,¢ =0,£1,+2,...) por

log Q(Z)_g(g) == > bz P 2>, ¢ > 1

z —
k=1 /(=1
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log W — _Z Z boge 28 €78 2] <1 < g, (3.1.3)
(=

k=0 1

log w == > b2 2l <1 gl<1 (3.14)
k

z —
=0 ¢=0

epor by _p=b_ysp, k>1,¢>0. Assim,
bpe = by, Lk, £=0,%1,.... (3.1.5)

E claro que as trés séries duplas de poténcias convergem nos seus res-
pectivos dominios se, e somente se, as fungdes (3.1.1) sdo univalentes
e disjuntas. Os ntumeros by para k,£ = 1,2,... s@o os coeficientes de
Grunsky de g(€) € >, os quais foram introduzidos no primeiro paragrafo

do Capitulo 1. Os ntmeros b_j _; para k,¢ = 1,2,... sdo os coeficientes
21_1) € > . Além disso, como f(0) = 0, segue-se

de Grunsky da funcao 7
de (3.1.3) e (3.1.4) que

£ - _ _ 1 -
log ;boggfz—bogw —bl+§b§ £24+... (3.16)

9(6) &=
e
z > as
log — = b7,gze:—loga1——z
f(z) ; " ar
(3.1.7)
2
+(_a3+a22> 224+ ... paralz| <1<
ar  2aj
Obtemos de (1.1.17), (3.1.3) e (3.1.5) que
S(f(2) =k Y bpe2, k=12 (3.1.8)
=0
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De fato,

Z % or(f(2) €F = Z Z bogy 2 €8 = Z Z bogp 2t €F
=1

=0 k=1 k=1 =0

= i [ibk,—z%]fk, k=1,2,....

k=1 L¢=0

O préximo teorema é uma generalizacio do Teorema da Area ([17],
teorema 1.3) e foi obtido por Hummel [5]. Versées mais fracas fo-
ram obtidas por Nehari (1953), Lebedev (1961), Jenkins (1965) e Ale-
nicyn (1966); também para um numero arbitrario de fungoes disjuntas,
Kiihnau (1968) e Aharonov (1973) obtiveram resultados.

Teorema 3.1.2. Sejam
f(z2)=a1 z+ag 22 4+..., 2€D e g(&) =E+by+b £ +..., €A

fungdes univalentes e disjuntas, e seja F'= C \ [f(D) U g(A)]. Sejam
M (=m <k <m, m=1,2,...) nimeros complexos nao todos nulos.
Entao,

2

o0 m 2 fo%) m
Z k Z bre Ae| + Z k Z b Ao
(3.1.9)
m 1 - m
< ; %(\)\W + A_kl®) +2 Re |Xo Z_Z_ bos )%] 7

e ocorre a igualdade se, e somente se, a drea de I for igual a zero.

Demonstracao. Dividiremos a prova em duas etapas.

(a) Denotemos por ¢x(w) e ¢_i(w), respectivamente, os polindémios

de Faber das funcgoes g(§) e f(gil) em » . Seja
h(w) = =Xo logw+»_ ZE g(w)+> % b (%) . (3.1.10)
k=1 =1



Segue-se de (3.1.7), (3.1.8), (3.1.5) e do fato de

b (;Zl)) =24k D bt (2 <)
/=1

por (1.1.21) que

= Nlos() + Y Eare) +Y Mo (fc(t)>
k=1 k=1
= —)\Ologz+>\010g E:f k
k=1

A=k a
+ Ok < )
— k f(2)
= —/\Ologz+/\oz bo, ¢z +Z /\kz br,—o2 +Z
k=1 /=0
Ak —k = l
T z + kz bfk;,fgz
/=1
- —)\Ologz+>\oz bo,_¢z +Z (Z Aibr, g>
(=0 k=1

+g %z_k Z (Z)\ Kbk, Z)

(=1

N Ak
= —Xglogz+ kz_: T —|— Aoboo + )\0; bo, gZ

m

Z )\kbk,g] ZE

k=1

+Z Aebro + Z <Z )\kbk,€> 2t + Z

/=1 k=1 /=1
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NE

A
T

NE

o
= —Mlogz+ Ak bro + >
/=1

x>
Il
—
~
I

0

Z Aibi,—o + Z Akb_k—¢+ Ao bo,_g] 2t

k=1 k=1
= —)Xglogz+ %2_ Z E Ako + Z [ Z bk’_g)\k] 2t
k=1 =0 /=1 k=—m
= —Xlogz+ Z %z Z boeAe + Z [ Z bk,e/\e] P
k=1 {= k=1 Ll=—m

Portanto,

para |z| < 1, onde

ap = Z b_re N (k=1,2,...) e ap= Z boeAe.  (3.1.12)
=0

{=—m

De maneira andloga, obtemos de (3.1.6), (3.1.5), (1.1.21) e do fato
de

bk (1) =k > bae & —kboyo (IE>1)
/=1
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por (1.1.17) que

m

Ak

w(©) = hlg(€) = —dolog(g(&)) + Y 7+ k(9(€))
k=1
AN
kzk - (g(f))
— holog€ 4 Mlos— 43 2 4 (g(6)
9(&) =k

+g % Pk (gﬁ“))

= —/\Ologf—i-)\ozbozzf +Z

/=1 k=1

+> % [k S b -k b_m]
k=1

(=1

F+ED b U]

(=1




= —Xolog&+ ) % &+
k=1

/=1

> b )\k] ¢

k=—m

*Z b_ko Ak
k=1

= —Xolog&+ ) % &+
k=1

k=1

> b Ae] ¢k

l=—m

=) bo—e A
(=1

_ __ Mk N —k
¥(&) = h(g(€)) = = 1og5+k§j:1 € +; Br&h (3.1.13)
para |[£| > 1, onde

ﬁk = Z bkg )\g (k: = 1,2, .. ) (S ,80 = —Z b07_g )\_g. (3.1.14)

l=—m /=1

(b) Aplicaremos a Férmula de Green ([15], Teorema 1.2) a funcao
h(w), que é analitica em C menos um “corte” de 0 a oo, e inte-
graremos ao longo da curva C = —A 4+ T + B(-T) (Fig.3.1.1).
Onde

Figura 3.1.1
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1
A={f(z):|z|=r} (r<1), B= {g(f) g = r} e T é um arco
“suave” de Jordan, que liga os pontos f(r) e g(r~—!), sem contudo

interceptar A e B. Ponhamos

H(r) = (C\{f(2) : [z] < 7P\g(&) : [¢] =71} (0 <7 <1).
(3.1.15)
O indice da curva C é dado por X(C,w) = 1 para w € H(r)\T
e X(C,w) = 0 em caso contrério. Assim, aplicando a Férmula de
Green, vemos que

2 wwpde= o [ R Hw) o

H(r)\T c

1 — 1 — 1 _
= —— hh’dw—k,/hh’dw—k, / h k' dw.
21 21 21
A B TU(-T)

Para o cédlculo da tultima integral, podemos considerar sem perda
de generalidade, o arco T' como sendo um segmento sobre o eixo
real (Fig. 3.1.2).

YA
fo| TS S—— - >- C.
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
L} L}
1 1
1 1
1 n 1 ~
» »
T 3 T
0 1 Ti%2
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
—chemcnanad < 1C'_,

Figura 3.1.2
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Como

e por (3.1.10)

onde

deduzimos que

= 21+ t(xe — 1) + i€,

= :E2+t(l‘1—l’2)—i€, (Ogtgl)

1 + t(IEQ — I‘l) + e

h(w) = =X logw + @(w),

i?:k i)\k:(w)’

k=1 k=1

= lim /(w)h’(w) dw+/(1U)h'(w) dw
C C_
=ty | [ R W) o [ G W)
C o .
. ! / dCE ' -
— tiny | [HC@) wice) G de- [ hiC0)




- {f [ TRy 7 # (€] W Ct) e

e—0

1
_ / =20 log(C.()+# (C=.()| W(C=(1) == dt}
0

1
= / [—)\0 log |z1 + t(z2 — x1)| + ¢(x1 + t(x2 — xl)}
0

(x4 t(xe —21)) (22 — 1) dt

1
_/ [—)\0 log ’.1‘1 +t(ac2 — $1)| — 27 Ao
0

Y o(z1 + t(zs — 331))] W (z1 + t(ze — 21)) (w9 — 1) dt

1
= / |:—)\0 log |l’1 + t(SL'Q — {E1)| + (,5(2E1 + t(IL‘Q — 1'1)
0

—Xo log |:L‘1 + t(ﬂ?g — CL‘l)‘ + 2w A\g — @(I‘l + t(:ﬂg - .1}1)}
(CL‘Q — 1‘1) h’(wl + t(xg — .’L‘l)) dt
1

= —2m )\0/ hl(fL'l + t(xg — xl))(xg — a;l) dt
0

= —2772')\0/h’(w) dw.
T

Portanto,

> [ wewra

Hr)\ T

™ T
A B T

1 — 1 — —
= —Q,/hh’dw+2, hh’dw—)\o/h’dw.
(3.1.16)
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Podemos suprimir o arco T na integral do membro esquerdo de
(3.1.16), pois h'(w) é uma funcdo continua em C\{0}. Fazendo
w = f(z) e w = g(§) respectivamente, na primeira e segunda inte-
grais do membro direito de (3.1.16), obtemos de (3.1.11) e (3.1.13)

que
1 / 2 1 — 1 A
— | (w)]*dQ) = —— 0 Ydz+ — ' dE
T 211 271
H(r) |z|=r |€|l=r—t

—Xolh(g(r™)) = h(f(r))

]
1 _ 1 —
= —5= P pdz+ ~— Yt dg
21 2T

|z|=r |g|l=r—1

Assim,
1 / 2 1 — ! 1 RN
- [P (W) dQ = —o— P ¢ldz+ 5— RS
m 2mi 2
H(r) |z|=r lgl=r—1
—Xot(r) — Ao P(r)
(3.1.17)
Desde que
O(z) ==X 271 = Z Mgz b4 Z k oy 2Pt
k=1 k=1

por (3.1.11), e fazendo z = re® (0 <t < 27), deduzimos que

1 /
—— [ 54d
o / Y paz
|z|=r
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1 Ak I
= 5= [ Ao log(ret) + kz T elkt—i-kzoakrkeikt

™

[—/\0 rl et — Z A_krfkfleit(fkfl) + Z kakail

k=1 k=1

) ) 1 2m | o m ¥
e’t(k_l)] riettdt = 277/0 [i)\ot — Ao logr + ;)l\:

0o m oo
k ikt + Zakrke—zkt —Xo — Z )\_kr—ke—zkt + Zkak
k=0 k=1 k=1

21 m oy
Tkeikt} dt = —— [i)\ot — Xo logT + ;)\k_kr_k

o0 r m . 00
lk’t ar —’Lk‘t] _1) )\0 4 Z )\_kr—ke—lkt _ Z
L k=1 k=1

1 or [

koy, v e’kt] dt = %

_ "N,
iAot — Mgl Zo8 p—hgikt
1AQ ()Og?“ kz:: 2

00 m 00
+§ akrkefzkt § : )\,k ,rfkefzkt . § :kakrkezkt
k=0 k=0 k=1

Como

T kg {kl, se k#0

2 Jo im, se k=

e (3.1.18)



temos que

m . o m
3 4 —ikt -k _ sy 12
= OZ [%/0 te dt] A_gr Y = miA]T — AO;A_k

1 2r [ > ] >
O [i)\otZkak r’fe““t] dt = —Xo >

27'('0

k=1 k=1
—i 2” tetkt dt] kay rF = —Xoi Qy, rk— i T
2T 0 1 2T 0
m m 2
z)\gtz Apr e ’kt] dt = XOZ [2;/0 te_Zktdt}
L k=0 k=0

m 2T
- 1
Apr™F = wi Aol = o> Ak —k—/
ET 7TZ| o| ()k:1 k r 27 J,

00 00 . o
[i)\otz kakrk eikt] dt = —Xo Z [2271-/ teiktdt] k:ozkrk
k=1 0

k=1

_ X 1 27 _ m A
— —)\OZ akrk — 27r/ Ao log rz )\_kr_ke_”“tdt
k=1 0 k=0

N m 1 2 ) 1 21
= —)\glogrz [2/ e_Zktdt} Apr k= —|)\0]210g7“2/
o L“TJo ™ Jo

_ > . _ 0 1 [
Ao log r; kogrFe™dt = Xglog r; [271’/0 e’ktdt] kagr® =0

52



1 2r M oom ‘ m
T D SR S D S L
TJo k=0 k=1

o0
S S — Z X_kkflr*keiktz kozkrkeiktdt =0
k=1 k=1

2w 9

1 R L
— E aorke’kt E )\_kr’“ez’“tdt:%)\o
27T 0

k=0 k=0

e

1 [ & - . >
_% Z o Tk e—zkt Z kOék ,r_kezkt dt = _Z k |Oék|2 T2k'

0 k=0 k=1 k=1
Por conseguinte,
1 _
“5- / o ¢ dz
|z|=r

= mi|Ao|? — Ao Z A kbR =X Z o ™8 — | X\o|? logr
k=1 k=1

m o
Y AP R v d@g g = > Klagr = g
k=1 k=1

—XOZ )\,kkflfr’fk — on ay ¥ +X00&0 - 2|)\0|2 log r
k=1 k=0

m (o]
HAol? Togr + ) 0 AkPET T d@oho — Y kfag[*r?*
k=1 k=1

m o0
= —X(] —Xo logr + Z )\_kk‘_lT_k + Z OékT‘k + OéoXo + ap Ao
k=1 k=0

m o
Ao 2(im — 2 Togr) + > Ak PR = kjag PP
k=1 k=1
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= —Xo@(r)+ag Ao +ao Ao+ |Xof? (im —2 logr) + >
k=1

|>\—k|2 k=1 =2k _ Z Lk ’ak’2 T‘Qk.
Similarmente, obtemos de (3.1.13) que
> YYde = o y(r™) = Bo do— By Ao+ Aol
0
€l

(—im—2 logr) + Z IAel? k71
k=1

o0
=D k1B 7.
k=1

Por (3.1.17), deduzimos que

1 / 2 _ — 2 —2k -
o O NI S SN WIS oYt
H(r) k=1 k=1

(|ar|? + |Br]?) 72% — 4| Xo|? log T + Ao

(o — Bo) + Ao (@ —By) = > k!
k=1

(I + [Ae]?)r 2 Zk (k) + 18xI)
2k + 2Re [Xo(ao — BO)] — 4|)\0‘2 log r.

Desde que h/(w) é continua em C \ {0} e F é a interse¢ao de uma
familia mondtona H(r) (0 < r < 1), obtemos pelo Teorema da
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Convergéncia Dominada de Lebesgue, quando r — 171, que

1 / 2 _ SN 2 2
[ 40=37 k7 (Al + )
; -

o0

=3k (lanf? + 18e?) + 2 Re [o(ao — o))
k=1

= > (P I Z k
k=1

2

Z b M

f=—m

—Zk Z brs )\g

l=—m

0 <Z boe Ae+ Y Do /\—e>]
=0 =1

+2 Re

m

Z AL+ [Ak]?) Z k

Z b A

l=—m

—Zk Z bie Ao —|—2Re o Z boe Ae| >0
l=—m {=—m
(3.1.19)
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a area de F' for igual
a zero.
O

Temos duas consequéncias imediatas do Teorema acima. Para a
primeira, se escolnemos \; = 0 para j # ¢ # 0, temos que

Z k |bkg’2+z kb_gel® < ‘ i = 41,42, (3.1.20)
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E se escolhemos \; = 0 para j # 0, vemos que

Z k |brol® + Z k |b_gol> <2 Re by = 2 log —
k=1 k=1

3.1.21
Q312

Corolério 3.1.3. Se A\, € C (k==+1,42,...) e A\g € R, entdo

400
e Y. Z bre i )\Z+Z E75 (I +1Ak)> >0, (3.1.22)

k=—00 {=—00
desde que a seqgunda série convirja.

Demonstracao. E suficiente provar (3.1.22) para o caso em que A\ = 0
para todo k grande.
A prova dupla pode ser escrita como

g(M) = A5 Reboo +2 Ao Re | > boe Ae| +Re | D) bre M Ao
040 k#£0 (40

Segue-se de (3.1.21) que, ou Re byy > 0, ou que Re byy = 0 (isto é,
bro = b_ro = 0 = q(\o) independente de Ag). Portanto, g(Ag) tem
um minimo em —oo < A9 < +00, e por derivagao, mostra-se que este
minimo ¢ atingido, se escolhemos A\g tal que

Re ) by A = 0.
l

Para esta escolha de g, obtemos da Desigualdade de Schwarz e de (3.1.9)
que

1/2
—q(h) £ “Red D b M A<D :Z:w bre Ak Ae

k#£0 ¢ k40 ¢

< Z e|? Z

k0 k0

O que prova o Corolério acima. O

o6



Desde que by = by por (1.1.22) e b_j 1 = a; por (3.1.8) para k =
1,2,-- -, segue-se de (3.1.20) com ¢ = 1, que

(o) [o¢]
S onlaaf+) ] nib <1 (3.1.23)
n=1 n=1

Corolario 3.1.4. Se as funcdes f(2) = a1 z+ag 22 +... (z € D) e
g(&) =&+ bo+ by £+ ... (€ € A) sdo univalentes e disjuntas, entdo

37 anf? < exp (~|bof?). (3.1.24)
n=1

Demonstragao. Por (3.1.7), vemos que

- an + 1 f(z) S V4
="t = — bo._
g o z s exp E 0,0 Z |

n=1

e usando o Lema 1.1.3, segue-se que

o0 oo
> lanial? < lar]? exp [Z ¢ \50,2!2] :
n=0 (=1

Mas, por (3.1.21) deduzimos que

oo o0 1

Z ¢ [boe|* "‘Z ¢ [bo,—¢|* <log ek

=1 =1 1
donde

> 1 > 1
0 by _¢|> <log —— — 0 |boe|* <log —— — |bo1]?.
Ez:; ’ 0, ‘ g ‘a1’2 Zz::l ‘ 0. ‘ g ’al‘g ‘ 01’

Como bg; = —bg por (3.1.6), temos que

= 1
exp [Z £|bo,g‘2] < PE exp (—|bol?).
=1

Logo, obtemos (3.1.24). O
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3.2 Funcoes limitadas e funcoes Bieberbach-Eilenberg

Definigdo 3.2.1. Dizemos que uma funcdo f(z) =ay z+ag 22 +... é
limitada em D, se
f(2) <1, |z] <1 (3.2.1)

Seja f(z) = a1 z 4 ap 22 + ... uma funcdo limitada e univalente.
Escrevendo f(z) = f(z), definimos os coeficientes tipo de Grunsky ay,
(kZO,KZO)eakZ( >1,£>1) por

log f( Z Z are 28 €4 (2] < 1,)€] < 1), (3.2.2)

k=0 (=0

log [L—f() (O] ==D_ > ake 2 ¢ (2] <1,)¢[ <1). (323
k=1 (=1
Observemos que, age = ag; € af, = a*jy.
As funcoes

a1 f(z)=|a* z+a a2 22+... (2] <1),
B (3.2.4)
ar/fe) =¢+... (El>1)

sao univalentes e disjuntas. Comparando (3.1.2)-(3.1.4) com (3.2.2) e
(3.2.3), vemos que

bre = —ape, bope = gy b0 = —ap,
(3.2.5)
bro = Gro, b—ko = —aiy, boo = —2 loglai|.
Obteremos agora um resultado de Nehari [12] e Schiffer-Tammi [17].

Teorema 3.2.2. Seja f(2) = a1 2z +az 2> + ... uma fungdo univalente
em D com |f(z)] <1. Se A\ € C (k=1,2,...) e \p € R, entao

[e.9]

Z Z ke Ak )‘ZJFZ Z A e Ao Z LIxe? (3.2.6)

k=0 £=0 k=1 /(=1 =1

desde que a série do membro direito convirja.
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Demonstragio. Temos pelo Coroldrio 3.1.3 aplicado as fungoes a; f (2)
ear/f(¢71) definidas em (3.2.4) que

—1 -1 -1 -1 o0
ST bre A et D oAk do DD bre Ak A

k=—00 f=—00 k=—o00 k=—o00 (=1

-1

+Z bOé)\O/\£+bOO)\0+ZbOE)\O)\Z+Z Z bre A\, Ao
f=—00 (=1 k=1 {=—0c0

+Zbk0 Ak Ao +Zzbk4 Ak A +Zk A+ Akl

k=1 (=1

ZZb kA kA e+zb ROA KA+ D Y Doked ke
=1

/=1 k=1 (=1

+Z b07_g)\0)\_g + boo)\g + Z boeAoAe + Z Z bk7_4)\k)\_g
=1 =1 k=1 (=1

+Z broAkAo + Z Z breAkAe +Zk (IAkl? + A=kl =
k=1 (=1

Substituindo Ax, Ao e A_y, respectivamente, por Ay, —Ag e —\p (k =
1,2,...), e usando (3.2.5) juntamente com o fato de a}, = @j;,, deduzimos
que

D0 areihe - Z a0 — Z Z aloNehe

k=1 (=1 = k=1 ¢=1
—Z agehorr — 222 1og |ag | — Z Torhohe — Z Z A Ne e
k=1 /=1
—Z ako)\k)\() — Z Z akg)\k)\g + 2 Z k™ 1‘)\k’2 > 0.
k=1 (=1
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Assim,

QZR‘_IP\;@‘Z > QZZakg)\k)\g-f-QZako)\k)\o
k=1

k=1 (=1 k=1

(o.9]
+2 Z aoge Ao Ap + 2 )\(2) log\a1|

=1
+2) ) ap e A ]
k=1 (=1
= ZZQ )\k)\g-FZZGZg)\kXZ
k=0 ¢=0 k=1 f=1

O]

Corolario 3.2.3. Seja f(z) = a1 z+as 2% +... uma fun¢do univalente
em D tal que |f(2)| < 1. Entao,

1
’ag‘ < 2 ‘aﬂ (1 — al\) S 5 (327)
Se além disso, e™1 < |a1| < 1 entdo
laz| < lai| (1= |a1]?). (3.2.8)
Demonstragao. Por (3.2.2) e (3.2.3), temos que
* 2 a2 as a%
ajy = |a1|", apo =logar, ap = —, a1 = — — . (3.2.9)
al al al
Logo, pondo \g = A € R, A\; = € e Ay = A3 = ... = 0 no Teorema

3.2.3, obtemos que

Re [ago A2+ a1 Ao A1 +aio A1 Ao+ A1 AF +afy A A

2
= Re |\y logaj + 2 e a2 + (a3 — a§> e2i0 4 \(11]2} <|MP=1
aq aj aj
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Donde,
as a%

A2 loglai| +2 X Re [@ eie] + Re K 2) €2i0:| + Ja1)? < 1.
al aq al

1 4
Se escolhemos 0 = —= arg <(13> € escrevemos <a2) el = a+ip,
2 al ai

deduzimos que

2 X Re (o +1iB)+ Re

2
a5 i _ (2 9) ] <122 loglai] — o,

al al
donde
a3 29 - 0\2 2 1 2
2Xa+Re |— €| —Re [(a+i8)°] <14+ AN log — — |a1],
al |CL1’
ou seja,
Re |23 ¢2if <1—|a1f* 4+ a® = % —2ar + A% log )
a1 ‘al,
Portanto,
al ai
— Re [ a3\ 20 6219] _ |93
al al
< 2 2 2 2 1
< 1—lai|* + o = % —2aX + A° log Tl
" , @ ) Q
Uma 6tima escolha para A é o valor —————, pois A = ———— torna
log |ai|~ log |ai|~

minimo o valor da expressao a direita da desigualdade anterior, e isto
implica que

2
(0% 8]
az| < lai| [1—=|a1]? +a® — 5% — 2 + logal_l]
ol =l [Tl log e[ T (loglan 17 %1
2 2
_ 1— lail2) — 2 2 _ - -
ol (=)~ fanl 82 o] [o? = o
= aal (1= Jaa?) = fen| B2+ |1 — — | Jau].
Tog Jar| ]
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Logo,
las| < |a1| (1 —la1?) +a® |1— _ |ay]. (3.2.10)
N log |aq|~1
Se e < |a1] < 1 o dltimo termo de (3.2.10) é ndo positivo, e segue-se

(3.2.8).
Obtemos (3.2.7), aplicando (3.2.10) com a = 0 a func¢ao impar

V() =V f

([15], Lema 1.2), que também satisfaz (3.2.1). De fato,

|az <2 ar| (1 —as]) <

_l’_

< Wai| (1 = las]),

donde

DO |

O

Ezemplo 2. Para 0 < p < 1, seja f(z) = az+ ... (a > 0) a fungao
que aplica D sobre D \ [-1,—p]. Como funcao de Koebe fy(z) =

a z)2 aplica D em C \
)

- fle) .
folf(z T-/@P 99 = Wepe -2y

< 00, 2>. Além disso, h(0) = g(0) = 0, K'(0) > 0 e
) >0, portanto temos pelo Teorema da Aplicacao de Riemann que

flz) __4p oz
I-fEPF  (A+p)? (1-2)*

Segue-se de (3.2.11) que

1
00, =7 ) temos que as fungdes h(z) =

aplicam D em

(3.2.11)

_ W
C (1+p)?*

f(z)=az+2a(l —a) 22 +...,
Logo, (3.2.7) é o melhor possivel.

As fungoes Bieberbach-Eilenberg sdo uma generalizagdo da fungoes
satisfazendo |f(z)| < 1.
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Definicao 3.2.4. Dizemos que uma fungao
f(z)=aiz4+a 22 +..., (2] <1)

é Bieberbach-Eilenberg, se a funcao é analitica (ndo necessariamente
univalente) em D e

f2) (O #1 (2] <1, ¢l <1). (3.2.12)

E f4cil ver que f(2) é uma fungao Bieberch-Eilenberg se, e somente
se, as duas funcoes

ai

fEh)

sao disjuntas. Com efeito, suponhamos que f(z) nao seja uma fungao
Bieberbach-Eilenberg, ou seja,

a f(z)=a? z4+... (2€D) e =¢{+... (£e€eA) (3.213)

f(z1)f(22) =1 (21 €D, z € D).

Assim, | .
_ _ _ 1
f(zl) - f<22) - f(f_l) (ZQ _§ ) § € A):
donde a
a1 f(z1) = W
e isto implica que a1 f(z) e f(Zl_l) nao sao disjuntas.

Por outro lado, se

f(2) flz) 21 (2] <1, |af < 1),

temos que .
f(z) # ek
donde 1
f(z) # FED (1=¢7" €en)
Assim,




isto é, a1 f(z) e sao funcoes disjuntas.

ai
FE

Definimos os nimeros cx¢ (k,¢ =0,1,...) por

f(z) = f(©) — k ot
1 = — 1 1).
% Loon s T o 2 e € (<L <
(3.2.14)
E claro que cpy = ¢y, para k, ¢ = 1,2,.... Em particular, se £ = 0 em
(3.2.14) deduzimos que
log J;(IZZ) = —kZ:l cro 2% (2] < 1). (3.2.15)

Se bge (k, ¢ =0,%1,...) detona os coeficientes tipo de Grunsky associa-
dos ao par disjunto (3.2.13), entao segue-se de (3.1.2)-(3.1.4) que

Cry = bkg — bfk,ﬂ = b,k7,g — b,k,g (k, = 1, 2, .. )
Cko = _ka = b,k70 (k = 1, 2, N ) (3.2.16)
o = 5 boo = —log ax

O préximo teorema foi obtido por Jenkins [7] e Hummel-Schiffer [6].

Teorema 3.2.5. Seja f(z) uma fun¢ao Bieberbach-Eilenberg univalen-

tes e sejam A\p (kK = 0,1,...,m) nimeros compleros nao todos nulos.
FEntao,
& _
Z k Z cre Aol < Z 2 +2 Re |Xo Z cor )\g] . (3.2.17)
k=1 £=0 k=1 =0

e ocorre a igualdade se, e somente se,

a drea de (C\ {f(z):z€ D} \ {f(lz) 1z € D} for igual a zero.
(3.2.18)

Demonstracdo. Substituindo A_p, Ao e A, respectivamente, por A, Ag
e =X\t (k = 1,2,...) no Teorema 3.1.2 aplicado as fungoes a;f(z) e
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)

definidas em (3.2.13) e usando (3.2.16), temos que

STE D bre Ao - Zbkmﬁbkoxo +Zk Zbk Py
k=1 (=1 k=1

SRS

k=1

—Z bk Ae+b_go Ao
=1

+> k
=1

(=1

2

Z (bt — b_r0) Ao +b_ko Ao
=

m 2

Z (br,e — br,—2) Ao — bro Ao
=1

+> K
=1

S

k=

[y

2

D (bg—t — bore) Ao+ b_ko Ao
=1

Z ZCgk)\g-i-cko)\o +Zk ch@)\g-i-cko)\()
k=1 k=1 =

2

> re Ao

£=0

k=1

2
Z Che Ae| =

(=0

Zk
k=1

Z Che A

+Zk

k=1

™ |2 —7 m m
2y | ]’;’ +2 Re | X (Z bo—¢ Ae— Y boe Ae + boo )\0)]

(=1 /=1

m A2 '7 m
2 Z | ]/;’ +2 Re [)Xg (Z (coe + coe) Mo + 2¢00 /\0)]

(=1

m )\k|2 '7 m
2ZT+4Re )\ogcog)\g].
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A prova da condigao de igualdade, segue imediatamente da igualdade
no Teorema 3.1.2. O

Uma consequéncia imediata do teorema 3.2.5, surge se fizermos \; =
0 para j =1,2,...,m. Assim,

>k Jexool” = Ao D E Jexol?
k=1 k=1

SQRC[XOCQO)\Q] = 2|)\0|2R6600 = 2|)\0|2Re[—loga1] = —2])\0\210g|a1|.
Logo,
Dk erol* < log 3. (3.2.19)
k=1 |
A seguir, deduzimos alguns resultados obtidos por Aharonov [!] e

Nehari [13].

Teorema 3.2.6. Seja f(2) = a1 z+ag 22 +. .. uma fungdo Bieberbach-
Filenberg univalente. Entao

o
> anl* <1, (3.2.20)
n=1

|a,| < e=¢/? nl (n=2,3,...), (3.2.21)
onde ¢ € a constante de Fiiler e
|
VI-RP
Demonstragao. Desde que por (3.2.15)

i Intl on f) = exp [— i Cko zk] , (3.2.23)
k=1

a aiz
n—=0 1 1

[f(2)] < (2 <1). (3.2.22)

segue-se do Lema 1.1.3 e de (3.2.19) que

2 o

oo
1
> ’a”“Q' < exp k leol*| < exp [log 2} = —=.
|ai P a1 s
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Assim, obtemos (3.2.20).
Aplicando Lema 1.1.2 com a expressao (3.2.23) e usando (3.2.19),
temos que

n

2 n
Ap+1 2 1
< — — = .
o | SO [Z k |ekol Z k:] (n=1,2,...),
k=1 k=1
donde
a n—1 n—1 1 1 n—1 1
CYP {z ol 3 k} [u 5 k] s
k=1 k=1 k=1
Como
n—1 1
z >log(n—1)+c¢ (n=2,3,...)
k=1
por (1.1.9), segue-se que
2
1 1 1
—| < log ——= —1 —1)—¢|=—p5 ——¢€F¢ =2,3,....
o exp [og e og(n—1) c] P n=1 e n , 3,

Logo, obtemos (3.2.21).
Pela Desigualdade de Schwarz e por (3.2.20), deduzimos (3.2.22). De
fato,

o0 2 oo o
PR = [ an | <3 jal2 S o
n=1 n=1 n=1
< Y (P = R (2] < 1).
n=1
O
Exemplo 3. A fungao
£(2) FXY (g<a<n)

1+1%2 cosa

¢ univalente em D e aplica D sobre um disco, que passa pelos pontos
(1,0) e (—1,0) e forma um angulo o com o eixo real, visto que a imagem
da circunferéncia

y 2 cosa) 4 cos?a
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pela transformagao conforme w = f(z) ¢ o eixo real.
Como

COS &

V1 —cos?a

segue-se que (3.2.22), e consequentemente (3.2.20) sdo os melhores possiveis.

Se f(z) for uma funcao Bieberbach-Eilenberg (ndo necessariamente
univalente), Aharonov [!] e Nehari [13] usando o Teorema 3.2.6 e o
Principio de Subordinacao, mostraram que

o0
D anf <1
n=1

Este resultado contém, de fato, a Conjectura de Rogosinski [16], ou seja,

fli cosa) =i cotga =1 (li cosal <1),

lan| < 1 paran=1,2,..., (3.2.24)

que foi solucionada hé vinte e nove anos por Lebedev-Milin.

Ezemplo 4. Seja f(z) = 2", |z] <len =1,2,.... Eclaro que f(z) é uma
funcao Bieberbach-Eilenberg com |a,| =1 (n = 1,2,...) e, portanto, o
resultado (3.2.24) é o melhor possivel.
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