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2. INTRODUCTION

Neste trabalho, consideraremos hipersuperficies minimas de R?>™, que
sdo invariantes pela acdo canénica do grupo SO(m) x SO(m)no R*™.

Os métodos da geometria equivariante permitem reduzir o estudo de
tais hipersuperficies, ao estudo de uma curva “geratriz” em um plano xQy
(espago de Orbitas) a qual satisfaz uma equacao diferencial de segunda
ordem.

As curvas geratriz no espaco de orbitas de tais hipersuperficies tém
os seguintes tipos:

(a) A curva geratriz passa pela origem do espaco de 6rbitas (ver
figura (a));

Figura (a)

(b) A cruva geratriz nao intercepta o bordo do espaco de érbitas (ver
figura (b));



Figura (b)

(c) A curva geratriz intercepta ortogonalmente o bordo do espago
de 6rbitas (ver figura (c)).

Y

Figura (c)

O tipo (a) corresponde a uma hipersuperficie, que passa pela origem
de R?™ e possui uma tnica singularidade neste ponto. No segundo caso,
a hipersuperficie nao possui pontos singulares e é do tipo topolégico de
um cilindro ™! x §™~1 x R sobre S™ 1 x S§™~1. No terceiro caso,
também nio existem pontos singulares e uma das esferas S™~! se reduz
a um ponto, quando a curva geratriz corta o bordo do espaco de érbitas.
Neste caso dizemos que a hipersuperficie é do tipo topoldgico A.



Em [2], Barbosa e do Carmo enuciaram sem demonstragao o seguinte
resultado: Seja M?*™~ 1 | m = 2 wma hipersuperficie minima de R*™
invariante por SO(m) x SO(m) e que passa pela origem de R*™. Entdo
M?m=1 ¢ o cone quadrdtico minimo

C?ml = {(X,Y) e R™ x R™; | X| = |V}

Generalizamos este resultado (ver Teorema 3.1) para qualquer m > 2.
Portanto, para descrever todas as hipersuperficies (regulares) minimas
de R*™ que sdo invariantes por SO(m) x SO(m), basta considerar os
casos (b) e (c).

O principal resultado deste trabalho é o teorema seguinte, que resolve
completamente o problema para os casos m = 2, 3.

Teorema 2.1. Seja M?"~ !, m = 2,3, uma hipersuperficie completa e
minima de R?™\ {0} invariante por SO(m) x SO(m).
(i) Se M?™=1 ¢ do tipo topoldgico A, entdo M>*™~1 é mergulhada;

(ii) Se M?™=L ¢ do tipo topoldgico de um cilindro S™ ' x S™~! x R,
entdo M?™~ ! se auto-intersecta.

Além disto, a hipersuperficie M?™~! nos casos (i) e (ii), intersecta
o cone quadratico minimo fora de qualquer compacto, e se aproxima
arbitrariamente deste cone.

Apresentamos abaixo os esbogos das curvas geratrizes das hipersu-
perficies do teorema acima. As figuras (i) e (ii) correspondem aos casos
(i) e (ii), respectivamente.



Figura (i)

Figura (ii)

No caso em que a dimensao da hipersuperficie é maior ou igual a 7,
obtivemos o seguinte resultado parcial.

Teorema 2.2. As hipersuperficies completas e minimas de R*™ \ {0},
m > 4, invariantes por SO(m) x SO(m) com tipo topoldgico A tém as
sequintes propriedades:

(i) As hipersuperficies sao mergulhadas;



(ii) As hipersuperficies folheam R?*™ menos o cone quadrdtico minimo.
Em particular, as hipersuperficies sao estdveis.

As curvas geratrizes das hipersuperficies do teorema acima tém o
esboco abaixo.

0

T

Para o caso em que as hipersuperficies sao do tipo topoldgico de um
cilindro ™1 x S™71 x R, o problema continua em aberto.

Antes de enunciarmos o préximo resultado, necessitaremos da seguinte
notacao:

Sejam M™ uma variedade de dimensdo n e X : M™ — R"! uma
imers@o. Para cada ponto p € M", seja (R™), o hiperplano tangente &
X(M™) em X(p).

Indiquemos por
W = Rn+1 \ U (Rn)p
peEM

o conjunto dos pontos omitidos em R™*! pelos hiperplanos tangentes &
X(M™).

Hasanis e Koutroufiotis (ver [11]) obtiveram o seguinte resultado:
Sejam M? uma superficie completa e X : M? — R3 uma imersdo
isométrica minima. Se o conjunto W é ndo-vazio, entdao X (M?) é um



plano.

Em colaboragao com Katia Frensel (ver [9], Teorema 2.10), esten-
demos o resultado acima para dimensao arbitraria com uma hipotese
adicional sobre o conjunto W. Mais precisamente provamos o seguinte
resultado.

Teorema 2.3. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa e X :
M™ — R uma imersao isométrica minima. Se o conjunto W é um
aberto ndao-vazio, entao X (M™) € um hiperplano.

As hipersuperficies do Teorema 5.1 tém a seguinte propriedade (ver
Exemplo 6.4): 0 € W. Isto mostra que o resultado de Hasanis e
Koutroufiotis nao pode ser estendido para dimensao arbitraria sem al-
guma hipdtese adicional.

Faremos agora uma descri¢ao sobre cada secao deste trabalho.
Na se¢ao 1 introduzimos algumas defini¢oes e resultados sobre a relacao
entre as hipersuperficies minimas de R?™ invariantes por SO(m) x

SO(m) e suas curvas geratrizes. Tais curvas (z(s),y(s)) satisfazem &
equacao diferencial de segunda ordem (ver (1.1))

'(s) y'(s) — 2" (s) y'(s) =

(m—=1) [(2/(5)* + (¥/(5))’] G(()) - y<(>) )

Vale observar que as curvas homotéticas a curva geratriz dada também
satisfazem a equacao acima.

Na sec@o 2 seguimos as idéias de Bombieri, De Giorgi e Giusti (ver
[1]) e introduzimos na equacao diferencial acima os parametros:

= arc @ s) =arc y'(s)
¢(s) = arctyg ()’ 0(s) tg 7(s)’

que sao invariantes por homotetias, transformando-a no sistema difer-
encial (ver 2.13):
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do

% = —— sen o — <2(m_1)) + 2) Senw
dp 1 1
e = () - )

Em seguida, caracterizamos as singularidades do sistema acima. Mostramos
que quando m = 2,3 os pontos singulares sao: sela e foco, e quando
m > 4 os pontos singulares sao: sela e né. Além disto, relacionamos as
curvas integrais deste sistema com as solucgoes da equacao diferencial.

Na secao 3 demonstramos a generalizacao do resultado obtido por
Barbosa e do Carmo. A idéia da prova é utilizar o desenvolvimento em
série da solucao da equagao diferencial acima para mostrar, por inducao
sobre os coeficientes da série, que a Unica solugao que passa pela origem
é a bissetriz do espago de o6rbitas.

Na secao 4 usando o Teorema das Variedades Estéveis e Instéveis e
a existéncia de uma funcao de Liapounov, obtemos uma descricao com-
pleta das curvas integrais do sistema diferencial acima para m = 2, 3.
FEm seguida, provamos que as curvas integrais deste sistema que nascem
nos pontos de sela e terminam nos pontos de foco, estao relacionadas
com as curvas no espago de drbitas do tipo (¢). Usando o fato que
tais curvas satisfazem a equacao diferencial acima, mostramos que es-
tas curvas sao as curvas geratrizes das hipersuperficies do Teorema 4.1
(i). Ainda nesta se¢do, mostramos a relacdo entre os pontos de méximo
e minimo da fungado ¢, definida anteriormente, e certos pontos perten-
centes as curvas integrais que nascem e terminam em focos. Usando
esta relacao, provamos que tais curvas integrais correspondem as curvas
geratrizes das hipersuperficies do Teorema 4.1 (ii).

Na secao 5 fazemos uma descrigdo parcial das curvas integrais do
sistema diferencial acima para m > 4. Em seguida, com as mesmas
técnicas usadas na demonstragao do Teorema 4.1 (i), provamos que as
curvas integrais do sistema que nascem nos pontos de sela e terminam
nos pontos de né, correspondem as curvs geratrizes das hipersuperficies
do Teoremaa 5.1.



11

Na secao 6 provamos que, nas condigoes do Teorema 6.1, a funcao
suporte admite um ponto de minimo. Como a fungdo suporte de uma
hipersuperficie minima satisfaz uma equagao diferencial parcial eliptica
, podemos utilizar o Principio do Méaximo para concluir o teorema. Em
seguida, mostramos que as hipersuperficies do Teorema 5.1, fornecem o
exemplo desejado.

3. PRELIMINARES

Considere G = SO(m) x SO(m) agindo de maneira canoénica sobre
R™ x R™. A 6rbita dessa agao pelo ponto (X,Y) € R™ x R™ é dada
por S (| X| x S™71(]Y]), e 0 espago de drbitas R*™ /G é representado
por

T(R*™) = {(z,y) €R* 220, y > 0},

onde m: R™ x R™ — R? é definida por 7(X,Y) = (|X|,|Y]).

Seja M?™~! uma hipersuperficie de R?™ invariante por G. Entéo
7(M?"=1) é uma curva 7 em 7(R?*™), que pode ou ndo interceptar o
bordo de 7(R?™). Se M?™~! é invariante por G e regular , a intersecio
de 1 com o bordo de 7(R?™) é ortogonal.

Por analogia com as hipersuperficies rotacionais, chamamos a curva
n de curva geratriz da hipersuperficie M?m~1,

E um fato conhecido (ver [12], Proposigao 1) que a hipersuperficie
M?*m=! invariante por G é minima se, e s6 se, sua curva geratriz 7(s) =
(x(s), y(s)) satisfaz a seguinte equagao:

y(s)  a(s)

Observe que se uma curva (z(s), y(s)) é solugao de (3.1), entao a curva
(y(s), z(s)), que é a simétria da curva dada em relagao a diagonal x = y,
¢ também solucao de (3.1). Além disto, a curva n(s) = (z(s), y(s)) com
z(s) = y(s) é solucao de (3.1). Esta curva geratriz estd associada a uma
hipersuperficie minima, que tem singularidade na origem de R*™, e sera
denotada por

Pl = [(X,Y) e R™ x R™; |X|> = [V}

Chamamos C?™~1 de cone quadrdtico minimo.

YO 6"/ (5) = (D) [ + 0P (50 - L0,
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Para estudarmos o comportamento das curvas geratrizes que intercep-
tam o bordo do espaco de Orbitas, necessitaremos da seguinte proposicao.

Proposigao 3.1 (ver [10], Proposigao 6.3). A cada ponto (z, 0), = > 0,
de w(R?™ ) corresponde uma tinica solucio da equagdo (3.1) ortogonal ao
semi-eizo y = 0, e cujo ponto inicial é (x, 0). Além disto, tal solugao €
analitica.

Como estamos interessados em obter propriedades da hipersuperficie
M?"=1 que é invariante por G e minima, nos serd também ttil a
seguinte proposicao.

Proposigao 3.2 (ver [10], Lema 1.4). M?>™~! ¢ mergulhada se, e s6 se,
a sua curva geratriz € mergulhada.

Para maiores detalhes sobre a terminologia e resultados aqui usados
ver, por exemplo, [1] e [10].

4. RESULTADOS BSICOS

Nesta secao utilizaremos o fato que hipersuperficies minimas sao “in-

variantes” por homotetias, para transformar a equagao diferencial (3.1)
em um campo de vetores no plano. Analisaremos a natureza das sin-
gularidades de um tal campo, e indicaremos a correspondéncia entre as
trajetorias deste campo e as solugoes de (3.1).

Seja A : R?™ — R?™ uma homotetia, isto é, X — AX, X € R>™ |
com A > 0.

Observe que uma curva solugdo de (3.1) é invariante por homotetias.
Portanto, como as hipersuperficies minimas sdo “invariantes” por ho-
motetias, seguiremos o método desenvolvido por Bombieri, De Giorgi e
Giusti (ver [1], p.251). Esta técnica consiste em introduzir parametros,
que sdo invariantes por homotetias, na equagao (3.1), transformando-a
num sistema diferencial no plano.

Sem perda de generalidade, podemos supor que as curvas solugoes de

(3.1) sao parametrizadas pelos comprimentos de arco. Logo a equagao
(3.1) é reescrita como

(4‘1) :L',(S) y”(s) . x"(s) y/(s) _ (m _ 1) (X’(S) . yl((s)> .
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Seja (z(s), y(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
em 7(R?™), que satisfaz a equagdo (4.1). Definimos (ver figura 4.1)
U

y(s)

“ Figura 4.1 ;
(4.2)
ol = ¢<x<s>;(? GoE S ¢<x(s>§/2(i W)
(4.3) cosf(s) = 2'(s)  senf(s) = y'(s).
Assim, temos os pardmetros:
(4.4) o(s) = arctg 22 0(s) = arctg L)

x(s)
0s quais sao invariantes por homotetias do plano.
Seguindo Bombieri, De Giorgi e Giusti, faremos a mudanca de parametros:

z'(s)’

T T
—0 -3¢+~ —gr - T
o <,0—|—2 Y + >

Vamos mostrar que nas coordenadas (o,1) a equacao diferencial (4.1)
se escreve COmMo

do 3 3
T, T T seno - <2(m—1)) + 2> sen 1

d 1
d—f = 5 seno — <2(m—1)) - ;) sen 1.
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Usando (4.4) temos por (4.2) e (4.3) que

, B :L‘y/_$/y
- $2+y2
1
= arp (Va2 +y? cosp senf — /22 + 3% seng cosb)
€z Yy
1
= ———— sen(f — ).
s sl 9)

Uma vez (z(s), y(s)) satisfaz a equagao (4.1) temos por (4.4), (4.2) e
(4.3) que

/ /
0 = 2y —a'"y = _(m_ 1) <y . :L‘>
z oy
sen 6 cos
4.5 = —(m-1 -
(4:5) ( ) (x/x2+y2 cosp a2 +y? seng0>
_ 5 m—1  cos(p+0)
= P sen2)
Logo, por (4.5) e (4.6), temos a seguinte relacao:
¥ sen(2¢p) sen(f — )
9 2(m—1) cos(¢ +6)
ou seja,
(4.6) —2(m —1) cos(p +0) ¢ +sen(2p) sen(d —¢) §' = 0.
E pondo
o = 0-3p+ g
(4.7)
T
— ftp— 2
G Ty—3
obtemos que
— 3
(4.8) pobZotT g, 3ptodm
4 4
r 3 /
(4.9) gV g 3T
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Assim, usando (4.8) e (4.9), temos que

(4.10)
i) et 0 = i (o) £
= 2(m—1) (sen) v ; l
e
(4.11)
sen(2p) sen(fd — )0’ = sen <¢;J + 72T> sen (15 + (2I>
<¢ U) < P o o a)
= cos| = — = | [ sen = cos — + sen — cos —
2 2 2 2 2 2
31/}/_1_0_/
4
< WY o P a)
= COS — COS — + sen — sen —
2 2 2 2

P o o P
sen — cos — -+ sen — Cos —
2 2 2 2

3 +o v 0 o
= = [ sen — cos — cos” — + sen —
4 2 2 2 2
7 02 ¥ sen < cos L sen? ¥ 4 sen ¥
—|—Coszcos 2ser12(:os2sen 5 —i—sen2
cos%sen2g 3¢,+U
2 2 4
1 3’
= §(Sen¢—|—SGHJ) L4 +U.

Substituindo (4.10) e (4.11) em (4.6) temos que

! 1 3 /
Ld U+§(Sen¢+sen0) w;_U:

2(m —1) senv
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= i[Q(m —1)sent ' —2(m — 1) sen o'+

3 1
+ (sent) +seno)y’ + 2(senw+sena)a’] =
1 1 )
= —2(m —1) seni/)+fsen1/)+fsena o'+

+<2 - 1) sen¢+gsen¢+gsena> 1/1’}

[(( ;) Sen¢+;sena> Uﬂ
+ <<2(m1)+2) sen¢+g sena) W) 0

E obtemos o sistema diferencial no plano nas coordenadas (o, ¥):

F-

do 3 3

%= 5 sen o — <2(m—1)) + 2) sen. ¢
(4.12)

dap 1

g5 — g smo - <2(m—1)) - ;) sen 4.

Caracterizemos os pontos singulares do sistema acima. Para termi-
nologia usada aqui ver [13].

Os pontos singulares de (4.12) sdo da forma

(09) = (jm, km),

j,k € Z. Como a fungao seno é periodica, basta estudarmos os seguintes

pontos singulares: (0,0), (7, 7), (—m, —7), (—m,7), (7, —7), (7,0), (=, 0), (0, 7)
e (0, —m).

Reescrevemos o campo do sistema (4.12) como

3 3 1 1
X(o)= <—2 sen o— (2(m—1)+2> sen 1, 5 sen o— (2(m—1)—2> send;) .

Entéao, indicando por DX a diferencial da aplicagdo X, obtemos
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—% coso —(Q(m—l)—i-g) cos
DX(o,¢) =
1 1
5 coso - (2(m—1)—2> cos
Como
DX(0,0)=-DX(m, m) = —-DX(—m, —w) = —DX(—m, m) = —DX (7, —7)
- N
_° —(o2m—-1)+2
2 < (m=1)+ 2)
1 1
il —(o2m—-1)= =
RN
e DX (m, 0) = DX(—m, 0) = —-DX(0, 7) = —DX(0, —m)
- g N\ T
2 (o2m—-1)+2
’ m-1+3)
1 1
_Z (o29m—-1)= =
R GO
temos que os autovalores da matriz DX (0, 0) sao:
1-2 A 1-2m—-VvA
A1 (0,0) = ”;“F X2(0,0) = mzf;

os autovalores das matrizes DX (w,7), DX (—m, —7), DX (—7,7) e DX (7w, —7)
sao:

A(m, ) = Ai(=m, —m) = Mi(—m,7) = A (m, —7) = 27"—124“/57
Xo(m,m) = Aa(—m, —m) = Aa(—m,7) = Ao(m, —71) = w;

os autovalores das matrizes DX (7,0) e DX (—m,0) sdo:
A1(m,0) = A (—m,0) =2, Ao(m,0) = Ao(—7,0) =2 —2m
e, finalmente, os autovalores das matrizes DX (0,7) e DX (0, —7) séo:
A (0,7) = A1 (0, =) = 2m — 2, X2(0,7) = A2 (0, —7) = =2,
onde A = 4(m —1)2 —12(m — 1) + 1.
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Se considerarmos m como parametro continuo nao-negativo, temos
que

5 5
A >0, sem>§+\/§oum<§—\/§;

5 5
A <0, sei—\/i<m<§+\/§;
5

5
A =0, sem = — 20um:§+ﬁ.

Mas, para nosso objetivo, restringiremos a caracterizagao dos pontos
singulares nos casos em que m é um numero inteiro maior ou igual a 2.

Primeiro caracterizaremos os pontos singulares, cujos autovalores nestes
pontos dependem de A. Assim, temos dois casos a considerar:

1° caso: m = 2,3. Neste caso A < 0. Portanto A;(0,0) e A2(0,0) séo
numeros complexos conjugados com parte real negativa, ou seja, (0,0
¢ um ponto de foco atrator (ver figura 4.2). Além disto, A\ (m,7)
AM(=m,—m) = A (—m,m) = M\ (m,—7) e Aa(m,m) = Ao(—7, —m) = No(—7, ) =
A2(m, —) s@o também nimeros complexos conjugados, s6 que com parte
real positiva, ou seja, (mw,7),(—m,—mn),(—m,m) e (7, —7) sdo pontos de
foco instéveis.

~—
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Figura 4.2

2° caso: m > 4. Neste caso A > 0. Logo A;(0,0) e A2(0,0) sdo
nimeros reais com Ag < A; < 0, isto ¢, (0,0) é um né atrator (ver figura
4.3).

Figura 4.3

Além disto, A\ (7, 7) = M (=7, —7) = A (=7, 7) = A (m,—7) e Ao(m,7m) =
Ao(—m, —m) = Aao(—m,m) = Aa(m, —7) sdo também nimeros reais, sé que
Ao > A1 > 0, ou seja, (m,7),(—m, —m), (=7, m) e (m,—7) sdo pontos de
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no instaveis.

Analisaremos agora os pontos singulares, cujos autovalores nestes pon-
tos nao dependem de A.

Como m > 2 temos:

A(m,0) = A (—=m,0) =2 >0 > Aa(m,0) = Aa(—7,0) =2 —2m
A(0,m) = A(0,—m) =2m — 2 > 0 > A (0,7) = A2(0, —71) = —2,
ou seja, (m,0), (—m,0), (0,7) e (0, —m) sdo pontos de sela (ver figura 4.4).

Sejam E*(p) e E"(p) os auto-espagos associados aos auto-valores neg-
ativo e positivo, respectivamente, no ponto singular p. Chamaremos
E*(p) de subespaco estavel e E*(p) de subespago instavel.

Pelo Teorema das variedades Estdvel e Instavel (ver [13], p. 296)
existem variedades invariantes W#(p) e W*(p) tais que os espacgos tan-
gentes em p sao E*(p) e E*(p), respectivamente (ver figura 4.4).

Es(p)

E*(p) Ws(p)

Wt(p)

Figura 4.4

Para traduzir o comportamento do (o, %) no comportamento do sis-
tema (z,y), precisamos do Lema 4.1 e da Proposigao 4.1 que se seguem.

Lema 4.1. Seja (x(s), y(s)) uma solugao de (4.1) parametrizada pelo
comprimento de arco no plano xy. Seja (o(s), ¥(s)) uma curva solugao
de (4.13) contida no plano oip, onde o(s) ep(s) sao dadas pelas equagoes
(4.4) e (4.8). Entdo temos as sequintes propriedades:
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(i) o=m v=0=2>0,y=0, 2/ >0, ¢y >0;
(i) o=tYp=—=2ax=y;, c0=—p = ¢ =0;
(i) c=9Y=0=z2=y>0, 2'=19 >0
c=¢Y=n=—x=y>0, 2=y <0
(iv) 0=0,0<yp<m=9y>2x;

(V) 0=0,—71<9Yp<0=y<uz;

(vi) 0<y<o<mT=0<p<f=y<um.

Proof. Os intens (i), (ii) e (iii) decorrem imediatamente de (4.7), (4.2) e
(4.3).

Para provarmos (iv), fagamos ¢ = 0 em (4.7) para obtermos

Yoo
4.13 = =4 -.
(4.13) =0T
t 4
Como, por (4.13), tg v = 142¢, onde € = 1?:2/1”4 > 0pois0 < ¢ <,
temos, usando (4.4), que
v _ .
= =14 2¢,0useja, y > x.
x

De maneira analoga , observando que € < 0 se —7m < ¥ < 0, prova-se

(v).

Finalmente, (vi) segue de (4.7) e (4.4). Com efeito, usando (4.7)
juntamente com a hipdtese, temos que

0<o—1v=—-4p+7m <mouseja,l < p< /4
e por (4.4),0< ¥ < 1. O
x

Proposicao 4.1. Seja (z(s), y(s)) uma curva parametrizada pelo com-
primento de arco no plano xy solugdo de (4.1). Entao

(4.14) 0/ (s) = 0 < (s) = jr,
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onde 0(s) é angulo no plano xy da tangente a curva (z(s),y(s)) com o

eizo Ox (ver figura 4.1), j € Z, x(s) # 0, y(s) # 0, 2/(s) #0, y(s) #0
e v € definida em (4.7).

Proof. Uma vez que

6(s) = arctan 7(s)’ (@' (5))* + (¥ (s))* = 1,

obtemos que

(4.15) 0'(s) = a'(s) y"(s) — 2" (s) ¥/ (s).
Usando (4.1) reescrevemos (4.15) como
(4.16)

-0 (543 o (L)

Assim, por (4.16), (4.4) e (4.7), obteremos a sequéncia de equivaléncias:

o ()2 (s) = v(s) ¥/ (s y’(S):@
0'(s) = 0 += x(s)2/(s) = y(s) /() = 505 = U5

< tg 6(s) = cotg p(s) < 0(s) + p(s) = g +gm

= U(s) =jm,j € Z.
O
Necessitaremos nas secoes seguintes de alguns resultados obtidos por

Hsiang, Teng e Yu (ver [12], Proposigao 3).

Proposicao 4.2. Seja (x(s), y(s)) uma curva parametrizada pelo com-
primento de arco no plano xy solugdo de (4.1). Sejam

I(s) = [z()]™ " y/(s), J(s) = [y(s)]" " 2'(s).

Entao
ar _ T @) dl e (1 (9)?
ds ( 2 y(s) " ods ( 2 z(s) ’

Corolario 4.1. I e J sdo fungoes nao decrescentes, se x >0 e y > 0.
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5. O CONE QUADRATICO MINIMO

O objetivo dessa secao ¢ demonstrar o teorema seguinte.

Teorema 5.1. Seja M?>™ 1 wma hipersuperficie minima de R*™ invari-
ante por SO(m) x SO(m) e que passa pela origem de R*™, m > 2.
Entao M*™1 ¢ o cone quadrdtico minimo.

Caso particular em que m = 2, foi enunciado sem demonstragao por
Barbosa e do Carmo (ver [2], p. 406).

Antes de demonstrarmos o teorema acima, necessitaremos do resul-
tado seguinte, que contém o ponto crucial da prova.

Lema 5.1. Se x(s) e y(s) sdo fungoes analiticas reais que satisfazem

(4.1) com x(0) =y(0) =0, entao z(s) = y(s) = ? s.

Proof. Como = e y sao funcoes analiticas reais com z(0) = y(0) = 0,
podemos expressar

oo [e.e]
(5.1) x(s) = Z an s", y(s)= Z by, s".
n=1 n=1
Uma vez que
oo
(5.2) 7' (s) = Z na, s"
n=1
temos que
oo [e.e]
rr = <Z G 5”) (Z n ap s”_1>
n=1 n=1

= s <Z (pit1 5”) (Z (n+1) apt1 s")
n=0 n=0

= s (Z (n+1) g1 Gn—k+1) s

n=0 \k=0
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Portanto
oo n—1
(5.3) Z <Z n+1) ags Gn—k) s".
n=1 \k=0
Analogamente,
(5.4) y'(s) = Z n b, "1
n=1
implica que
00 n—1
(5.5) yy' = Z ( (n+1) bkt bn—k> s".
n=1 \k=0
Assim, usando (5.3) e (5.5), vemos que
(5.6)
[e8) n—1
v’ —yy = (ai —b)) s+ (Z (k+1) (ak+1 an—k — by bn—k)>-
n=2 \k=0
Pondo
n—1
(5.7) =3 (k+1) (ar41 nk — bit1 bni),
k=0
n > 2, reescrevemos (5.6) como
oo
(5.8) acf—yy':(a%—b%)s—l—z cn S".
Por (5.4) e uma vez que
(5.9) 2(s) = Z n(n—1) a, s" 2,
n=2
temos
2y = (Z n(n—1) "2> (Z n by, s”1>
n=2 n=1

n=0 n=0

- (i n+2)(n+ 1ant2 s ) (i (n+ 1)bp+1 s”).
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Logo
[e.e] o
(5.10) 2"y =) (Z (k+2)(k+1)(n—k+ a0 bn_k+1> s,
n=0 \k=0
Analogamente,
(5.11) => nn—1)b, s"?
n=2

implica que

(5.12) 'y =) (Z k+2)(k+1)(n—k+1)an i1 bk+2) s
k=0

Usando (5.10) e (5.12), obtemos que

a:”y’—a:'y”zZ(Z (k+2)(k+1)(n—k+1)

(5.13) n=0 \k=0
(Akt2 bp—k+1 — An—k+1 bry2)) s

Pondo

(5.14) dp =Y (k+2)(k+1)(n =k +1)(ap42 bp—rs1 — Gnor+1 bisa),
k=0

n > 0, reescrevemos (5.13) como
[e.e]
(5.15) 2y =2y = Z d, s".

Vamos agora calcular o segundo termo de (4.1). Usando (5.1), vemos

() (5 )

= <s i an1 Sn> <s i bnt1 Sn)
n=0 n=0

n

o
_ 2 n
= s E E Ap—jt+1 bjp1 ] 8.

n=0 \ j=0

Ty
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Fazendo

n
(516) €n = Z Gp—j+1 bj-‘rlv
j=0

n > 0, reescrevemos (5.16) como
o

(5.17) Ty = 5° Z en S".
n=0

Logo, por (5.17) e (5.15), obtemos

xy(x//y/_xy//) 52 <Z en 8”) (Z d, Sn)

(5.18) = i (i d; 6n—i> s t2

n=2 \i=0

Como z e y satisfazem (4.1), obtemos por (5.8) e (5.18) a seguinte
equagao:

(5.19) (m—1)(af—b])s+ >
n=2

n—2
(m — 1)Cn + Z d; €n_i_2] s =0,
=0

m > 2.
Faremos agora uso do método de inducao sobre os coeficientes, para

concluirmos a demonstracao. E claro que por (5.19), a; = b;. Supon-
hamos que

(5.20) ag = by,
{=1,2,...n—1. Assim,

(5.21) k42 bi—k41 — Gi—gt1 bpyo =0
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parai=0,1,....n—2ek=0,1,....,n — 3.
Como, por (5.14) e (5.16), temos que

i

n—2 n—2
Zdi en—i—2 = Z[(Z (k+2) (E+1) (i —k+1)
=0

i=0 L \k=0
(5.22) (ak+2bi—k+1 — Gi—gt1 Dry2))

n—i—2

E an—i—j—1bj+1 ] |,
Jj=0

obtemos, usando (5.21) e (5.20), que
n—2
di En—i—2 — n(n — 1)(an b1 — a1 bn)al b1
(5.23) i=0
= n(n—1a3(a, —by).
Além disto, usando (5.7) e (5.20), vemos que

¢n = a1 ap—by by +nlar ap — b1 by)
(5.24)
= (n+1) ai(an — by).

Portanto, fazendo uso de (5.24), (5.23) e (5.19), obtemos que
(m —1)(n+ Dai(an — by) +n(n — 1)a}(a, — by) =

= ay[(m —1)(n+1) +n(n — 1)a?](an — by) = 0.

Segue-se o resultado desejado.

Demonstracao do Teorema 5.1 O fato que toda hipersuperficie
minima em R?™ é analitica implica que sua curva geratriz é analitica.
Portanto, como a hipersuperficie M?™~! passa pela origem de R?*™,
temos que as fungoes coordenadas de sua curva geratriz estao nas condigoes

2 2

hipersuperficie que corresponde a esta curva é o cone quadratico minimo.
O

2 2
do Lema 5.1. Assim, a curva geratriz ¢ dada por (f S, £ S> ea
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6. HIPERSUPERFICIES MINIMAS DE R2™ INVARIANTES POR
SO(m) x SO(m) com m = 2,3

Nesta secao, vamos determinar todas as hipersuperficies completas
minimas de R?™, m = 2,3, que sio invariantes pela acdo de SO(m) x
SO(m) e nao passam pela origem (as que passam pela origem foram
determinandas na segao anterior).

Tais hipersuperficies sao de dois tipos topoldgicos distintos conforme
a curva geratriz (z(s), y(s)) intercepta ou nao o bordo do espago de
orbitas. No segundo caso, a hipersuperficie é do tipo topoldgico de um
cilindro
Sm—1 % §m=1 x R sobre ™ 1 x S™~! No primeiro caso, quando
a curva a geratriz corta o bordo, uma das esferas S™ ! se reduz a
um ponto. Indicando por R* a semi-reta (0,00), podemos pensar no
tipo topolégico resultante como proveniente de duas cépias de S™ ! x
Sm=L x RY, onde um S™ ! tende para um ponto quando s, € RT
tende para 0, e que sao unidas pelo bordo. Um tal tipo topoldgico sera
chamado tipo topoldgico A.

Para determinar as hipersuperficies mencionadas, faremos um estudo
das trajetérias correspondentes no sistema (4.13). Mostraremos que o
primeiro caso corresponde as trajetorias, que nascem em uma sela e
terminam em um ponto de foco. No segundo caso corresponde as tra-
jetorias, que nascem e terminam em pontos de foco. A andlise detal-
hada destas trajetorias é o elemento crucial para demonstrar o teorema
seguinte, que é o resultado principal deste trabalho.

Teorema 6.1. Seja M?>™~ ', m = 2,3, wma hipersuperficie completa e
minima de R?*™\ {0} invariante por SO(m) x SO(m).
(i) Se M?™=1 ¢ do tipo topoldgico A, entio M*™~1 ¢ mergulhada;

(ii) Se M?m=1 ¢ do tipo topoldgico de um cilindro, entio M>™~! se
auto-intersecta.

Além disto, a hipersuperficie M?™~! nos casos (i) e (ii), intersecta
o cone quadratico minimo fora de qualquer compacto, e se aproxima
arbitrariamente deste cone.
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Para demonstrarmos o teorema acima, caracterizaremos o compor-
tamento das curvas geratrizes das hipersuperficies dos casos (i) e (ii).
Necessitaremos de alguns resultados auxiliares.

Lema 6.1. Seja m = 2,3. Existe uma curva integral vy(s) no plano o
do sistema diferencial (4.12) com as sequintes propriedades:

(a) v(=00) = (7,0), v(+00) = (0,0);

(b) As retas 0 = 0, v = 0, 0 = ¢ e 0 = —1) intersectam uma
infinidade de vezes a curva 7.

Proof. Analisemos o comportamento do campo vetorial em o1 determi-
nado pelo sistema (4.12) ao longo dos seguintes segmentos:

hh={0<o<m ¢=0} lo={0< ¢ <7 o=0}

zgz{o<zp=—%+ gg} e i={0<¢=0+r<n)

oS

Ao longo de [y, temos:

d 3 d 1
d—asz—isena<0, d—izisena>0.
Ao longo de [y, temos:

Z(;:—<2(m—1)+;> seny < 0, ?ﬁz—(%m—l)—i) seny < 0.

Ao longo de I3, temos:

Z—US = —g sen(m — 2¢)) — <2(m— 1)+Z> sen v

= —g sen 2 — (2(m— 1)+;> sen 1
= —3sent cosh — <2(m1)+2) sen 1)

= — (3cos¢+ (2(m— 1)+2)> sent < 0,
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% = % sen(ﬂ —2¢) — <2(m — 1) — ;) sen )

= %sen 21 — (2(m— 1) — ;) sen 1

= sent cosy — <2(m— 1) — ;) sen v

= (i (2m 1)) sene <0

Finalmente, ao longo de [, temos:

do 3 3
>oo- 2 —(2(m—-1)+2
Ts 5 Seno ( (m—1)+ 2> sen(o + )
- 3 seno + 2(m—1)+§ sen o
2 2
= 2(m—1)senoc <0,
dip 1 1
kA —(2(m—-1)= =
Ts 5 Seno ( (m—1) 2) sen(o + )

1 1
= 2sena+<2(m—1)—2) sen o
= 2(m—1)seno <0.

d
Portanto d—w =1, isto é, [ é uma curva integral do sistema (4.12).
o
Como (—o,—1) é solucao do sistema (4.12), se (o, ¢) também o é;
entdo temos o seguinte esboco (ver figura 6.1) do comportamento do
campo vetorial ao longo dos segmentos l1,l2, 13, e segmentos simétricos
em relagao a origem [}, 1, ,l5 e l™:
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Figura 6.1

Como o coeficiente angular de E¥(7,0) é

1
4m—1)+3’

temos, pelo Teorema da Variedade Instavel, que existe uma curva in-

tegral, que indicaremos por 7, com as seguintes propriedades: v esta

contido em W*(r,0), v(—o0) = (m,0) e o segmento inicial de v esta

entre 1 e l3. Além disto, a curva v permanece na regiao R limitada
7r

por I3, {5 <y <y azO},l, I3, {-m7 <y <—m/2; 0=0}el” (ver

figura 6.1).
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Provaremos agora que y(+00) = (0,0). Seja

_ 1 29 2 ¥
V(O', w) = m Sen § —+ sen 5,

onde (o, ¢) € (—m, ) x (—m, 7). Observe que V(0,0) =0, V(o, 1) >0

para todo (o, ¥) # (0,0) e

av 3 4m—1)—1
% = — (8 Sen2 U(S) + (7n4) SGHQw(S)> < 0

para todo (o(s), ©¥(s)) # (0,0), isto é, V é uma fun¢do de Liapounov es-
crita para a singularidade (0, 0). Portanto, com a fungao s — V(o (s), ¥(s))
é estritamente decrescente, nao existe curva integral fechada em R.

Por outro lado, como os coeficientes angulares de E*(0, 7), E*(—m, 0),
E*(0,—m) e E*(m,0) sao iguais a [, e os coeficientes angulares de E°(0, 7),
E*(—m,0), E*(0,—7) e E*(7,0) s@o iguais a

1
Am—1)+3

temos, pelo Teorema das Variedades Estavel e Instavel, que as tnicas
curvas integrais contidas em R e nas variedades estiveis ou instaveis
dos pontos (0,7), (—m,0), (0,—m) e (7,0) sdo I, I~, v~ e 7. Mas, pelo
Teorema de Separagao de Jordan, 7 nao pode se acumular em [, [~ ou
~~. Logo, usando o Teorema de Poincaré-Bendixon (ver [13], p. 248),
temos que vy(+o00) = (0,0).

A prova de (ii) segue do fato de ser (0,0) um ponto de foco da parte
linear do sistema (4.12); portanto (0,0) é também um ponto de foco de
(4.12) (ver [7], p. 376).

g

Observe que, usando o lema acima (ver figura 6.1), o fato que o campo
do sistema diferencial (4.12),

3 3 1 1
X(op)= <—2 sen o— (2(m—1)+2> sen 7,/),5 sen o — <2(m—1)—2> sen w) ,

satisfaz X (o + 7, ¥ + m) = —X(0,) e a periodicidade dos pontos sin-
gulares do sistema, temos uma descrigdo completa (ver figura 6.2) do
plano de fase do sistema diferencial (4.12).
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Através do comportamento das curvas integrais 7, que nasce em (7, 0)
e termina em (0,0), e o, que nasce em (7, 7) e termina em (0,0), do
sistema diferencial (4.12), descreveremos o comportamento das curvas
solugbes de (4.1) com m = 2, 3.

A curva 7(s) obtida no Lema 6.1 corresponde a sua familia {7x(s)},
A >0, —00 < s < 00, de curvas homotéticas, parametrizadas pelo com-
primento de arco no plano xy e solugoes de (4.1). Cada curva 7y, perten-
cente a familia {~,} tem, pelo lema acima e pelo Lema 4.1, o ponto inicial
em (x,,0), z, # 0, e é ortogonal ao eixo y = 0 neste ponto. Portanto,
pela Proposicao 3.1, a curva ), fica inteiramente determinada pelas
condigoes iniciais em qualquer ponto da regiao {(z, y); x > 0, y > 0}.
Além disto, a curva é analitica.

A curva a(s) corresponde a uma familia {ax(s)}, A > 0, —00 < 5 <
oo, de curvas homotéticas, parametrizadas pelo comprimento de arco no
plano zy e solugdes de (4.1). Pelo comportamento do campo do sistema
diferencial (4.12) e pelo Lema 4.1, temos que cada curva ) pertencente
a famflia {)} ndo intercepta o bordo de m(R?™).
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)

o

\

Figura 6.2
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s
3 temos que as curvas

integrais [~ e [ (ver figura 6.2) no plano o1 correspondem aos semi-eixos
0z e Oy no plano xy, respectivamente. Além disto, v~ (—o0) = (—m,0)
implica z =0, y > 0.

Umavezquea:9—3cp+gez/):€+gp—

Por outro lado as curvas 7y, e v, sao translagoes das curvas 7~ e
v, respectivamente. Portanto para descrevermos o comportamento das
curvas solugoes de (4.1) com m = 2,3, que nao interceptam os semi-
eixos Ox e Oy ou interceptam ortogonalmente o semi-eixo positivo Oz,
serd suficiente a descrigdo do comportamento das curvas ay e 7y, re-
spectivamente.

Comegaremos analisando o comportamento da curva -, através do
lema seguinte.

Lema 6.2. A curva y,(s) tem as sequintes propriedades (ver figura 6.3):
(1) v € mergulhada;

(2) v intersecta a diagonal x =y uma infinidade de vezes e assin-
tota esta diagonal.

Figura 6.3
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Proof. (1) A curva v,(s) = (z(s), y(s)) fica inteiramente determinada
pelas seguintes condicoes iniciais:

2(—00) =%, # 0, y(—o0) =0, 2'(—00) =0, y'(—o0) = 1.

Como pelo Corolario 4.1, I é nao-decrescente, obtemos, usando que
senf(s) =y'(s) (ver (4.3)),

=
—~
»
=
i
i
v
=
—~
»
=
i
—
w0
@
=}
>
—~
~—
I
=
—~
»
~—
3
L
td\
—
»
~—
~
—~
VA
~—

v
~
g
]
8
|
3
B
L
!
8
i

ou seja (ver figura 6.4), z(s) > xo.

Figura 6.4

Analogamente, obterfamos (ver figura 6.5) z(s) > z(s,) se s > s,
1’(80) =Xy 7é 0, y(so) = Yo, 517/(50) =0, yl(so) =1.
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r(s,) (s) T

Figura 6.5

Além disto, se z(s1) = x1 # 0, y(s1) =y1 #0,2'(s1) =1 e y/(s) =0
temos, pelo Corolario 4.1, que I é nao-decrescente. Portanto, usando

que cosd(s) = 2/(s) (ver (4.3)),
FEI = T cosh(s) = ¥ X(s) = ()
> J(s1) = [y(s)]™

onde s > s1, ou seja (ver figura 6.5), y(s) > y(s1).

y(s1)

|
I
[
[
I
|
0 (s1) x(s)

Figura 6.6
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Segue-se que 7y nao se auto-intersecta, isto é, v, é mergulhada.

(2) Como a reta o = 1) intersecta uma infinidade de vezes a curva vy
(ver figura 6.2) temos, pelo Lema 4.1, que a reta x = y intersecta )
uma infinidade de vezes. Além disto, y(4+00) = (0,0) (ver Lema 6.1)
implica (ver Lema 4.1) que x =y e X' =y’ > 0, ou seja, 7, assintota a
diagonal =z = y. O

Antes de caracterizarmos o comportamento da curva «), necessitare-
mos da proposicao seguinte:

Proposicao 6.1. Seja ¢ o angulo no plano xy do vetor posi¢do da curva
ay com o eixo 0z (ver (4.2)). Entao os valores de mdzimo e minimo
locais de ¢ sdo atingidos quando o+ = 2km oup—o = (2j+1)m, k,j €
Z. Além disto,

Yoo
1 I
(6.1) p=95"17
quando k = 0.
Proof. Utilizando (4.7), temos que
Y—0o w
2 _ T
(6.2) v=—1"17
Portanto ¢/(s) = 0 é equivalente a ¢/(s) = o'(s). Como

o = —; seno — <2(m 1)+ 2) sen v

P = % seno — (Q(m— 1) — ;) sen 1,

obtemos que ¢’ = 1)’ é equivalente a sen o = sen(—). Logo o+ = 2k7
out —o = (254 1), onde j,k € Z. Além disto, por (6.2) temos (6.1)
quando k£ = 0.

O

Provaremos agora algumas propriedades da curva ay. Como vimos
anteriormente, tal curva nao intercepta o bordo do espago de orbitas.

Lema 6.3. A curva ay(s) tem as sequintes propriedade (ver figura 6.7):

(a) v intersecta a diagonal x =y uma infinidade de vezes e assin-
tota a diagonal quando s tende a (+00) e a (—0);
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(b) ay se auto-intersecta.
y p

s T=Y

=V

Figura 6.7

Proof. (a) Uma vez que a curva « intersecta a diagonal ¢ = 1 uma
infinidade de vezes temos, pelo Lema 4.1, que ), intersecta a diagonal
uma infinidade de vezes. Portanto a(—oc0) = (m, m) e a(+00) = (0,0)
implicam, pelo Lema 4.1, que z(s) = y(s) e 2/(s) = ¢/(s) < 0, quando s
tende a (—00), e que z(s) = y(s) e 2/(s) = y/'(s) > 0, quando s tende a
(+00), respectivamente. Assim concluimos (a).

(b) Sejam {(U(SQ_m—l)7 (¢(32_m—1))}m21 e {(J(s;m—l)v W(S;m—l))}mzl
sequéncias de pontos da curva « (ver figura 6.8) tais que:

g <(s7) <(s3) <(s5) < oo <, 05y, 1) + Y(Sam_1) = 271
T ls]) > () > U6 > o> 1 () + Ush) = 2

respectivamente. Sejam {(0(s5,,), (¥(5,)) m=1€ {(0(53,,), (¥(53,,)) m1
sequéncias de pontos da curva « (ver figura 6.8) tais que

—g <P(sy) <P(sy) <WY(sg) < ... <0, 0(sy,) +¢(s2m) = 0;

3 > U(sd) > w(s)) > (sg) > > 0, olsd,) +(sd,) =0,

respectivamente.
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Figura 6.8
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Se transladamos de (—, —) os pontos a(s,, ;) e a(sy ), obtemos

(6.3)
P(s]) —m<YP(sy) <P(s3) =1 < ... <WP(859,, 1) =T <Y(55,) < ...

Y(s3) > U(s7) — 1 > d(s]) > P(s5) — 7 > ... > ¥(s3,) >

W) =7 >

Como ¢ = % + %, ver (6.2), temos que o valor de ¢ é invariante se

transladamos de (7w, 7) um ponto (o, 9). Portanto, por (6.3),

(6.4)
P(s1) <plsg) <plsy) <plsy) <o < P(8g-1) < (53) < -

o(s3) > @(s7) > @(s§) > @(s3) > ... > @(s3,) > (53, 1) > ...

Observe que, pela Proposigao 4.0.5, s, e s}, m > 1, sdo pontos de
minimo e méximo locais de ¢, respectivamente. Além disto, por (6.4),
5] e s; sao pontos de minimo e maximo globais, respectivamente.

Vamos agora mostrar que «) se auto-intersecta. Com efeito, consid-
eremos o segmento da curva ay que liga os pontos ay(sy) e ax(s]).
Entdo a)(s]) pertence (ver figura 6.9) ou nio (ver figura 6.10) ao cone
determinado por Oa(s4), ax(s7) ax(sy) e 0ax(sy). No primeiro caso,
como, por (6.4), ¢(s7) < @(s3,,_1)s P(san_1) < @(s3), m > 2, e
ocorre (a), temos que ay se auto-intersecta. No segundo caso, como
o(s7) < @(s5,,), m > 1, p(ss ) < p(s7), m > 2, e ocorre (a), obtemos
que o) também se
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Figura 6.10

auto-intersecta. Isto conclui a nossa afirmacgao e o Lema 4.0.5. ]

Demonstragao do Teorema 6.1

(i) Como M?™~1 ¢ do tipo topolégico A, temos que sua curva gera-
triz pertence a familia {v,}. Portanto, pelo Lema 6.2 (1), obte-
mos que sua geratriz é mergulhada. Segue-se o resultado dese-
jado usando a Proposicao 3.2.
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(ii) Uma vez que M?™~1 é do tipo topoldgico de um cilindro sua
curva geratriz pertence a familia {«)}. Logo, pelo Lema 6.3 (b),
esta curva geratriz se auto-intersecta. Assim, pela Proposicao
3.2, M?™~1 se auto-intersecta.

O fato que M?™~! intersecta o cone quadratico minimo fora de qual-
quer compacto, e se aproxima arbitrariamente deste cone segue do Lema
6.2 (2) e do Lema 6.3 (a).

Observacgao 6.1. Decorre da demonstragao do Teorema 6.1 o seguinte
resultado: S™1(1/v/2) x S™~1(1/v/2)  §?™~1(1) é bordo de uma in-
finidade de subvariedades minimas de R?>™ para m = 2,3. De fato, a
curva y dada pelo Lema 4.0.2 corresponde a uma familia de curvas ho-
motéticas {yx}, A > 0, que intersectam a diagonal x = y uma infinidade
de vezes. Logo, existe uma curva -, pertencente a {y,} tal que 7, inter-
secta a diagonal no ponto (1/v/2, 1/4/2). Nas demais curvas pertencente
a familia {~,}, fazemos translagoes convenientes tais que todas as curvas
passem pelo ponto (1/4/2, 1/1/2). Portanto, as hipersuperficies minimas
correspondentes as curvas descritas acima provam a nossa afirmagcao.

No caso em que m = 2, Bombieri (ver [5], Teorema 2) deu um esbogo
da prova deste resultado. Para o caso de superficies minimas em R3, é
um problema em aberto saber se uma curva conexa é fronteira de uma
infinidade de superficies minimas.
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7. HIPERSUPERFICIES MINIMAS DE R2™ INVARIANTES POR
SO(m) x SO(m) com m > 4

Nesta secao vamos determinar todas as hipersuperficies completas
minimas de R?™, m > 4, que sdo invariantes pela acdo de SO(m) x
SO(m), nao passam pela origem (as que passam pela origem foram de-
scritas na segao 3) e tém tipo topoldgico A, isto é, suas curvas geratrizes
interceptam o bordo do espago de drbitas.

A caracterizacao das hipersuperficies do tipo topoldgico de um cilin-
dro esta em aberto.

O objetivo desta secao é demonstrar o teorema seguinte.

Teorema 7.1. As hipersuperficies completas e minimas de R*™ — {0},
m > 4, invariantes por SO(m) x SO(m) com tipo topolégico A tém as
sequintes propriedades:

(i) As hipersuperficies sao mergulhadas;

(ii) As hipersuperficies folheam R*™ menos o cone quadrdtico minimo.
Em particular, as hipersuperficies sao estdveis.

Antes de iniciarmos a demonstracdo do Teorema 7.1, necessitaremos
de um resultado obtido por Bombieri, De Giorgi e Giusti (ver [1], Lema
3) sobre a existéncia de uma curva integral do sistema diferencial (4.12)
com certas propriedades.

Lema 7.1. Seja m > 4. Existe uma curva integral 6(s) = (o(s), ¥(s)).
No plano o do sistema diferencial (4.12) com as sequintes propriedades

(ver figura 7.1):
(a) 6(—o0) = (m,0), 6(+o0) = (0,0);

(b) 0 <9(s) <o(s) <m, —o0<s§< +400;

(c) Asretasp =0 —c, 0 < ¢ <, intersectam § uma unica vez para
cada valor de c.
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s (0, —m)

Figura 7.1

Indicaremos por 6~ a curva integral do sistema diferencial (4.12), que
é a simétrica da curva § em relacdo & diagonal o = v. As curvas integrais
0r € 6, sdo translagoes de (m, ) das curvas § e 0, respectivamente. Fi-
nalmente, [ e [ foram definidas na se¢ao anterior.

Pela andlise sobre os pontos singulares do sistema diferencial (4.12),
com m > 4, sabemos que os pontos (0,0) e (m,7) sdo pontos de nd
atrator e repulsor, respectivamente. Portanto as curvas integrais do sis-
tema diferencial (4.12), a menos de translagoes de (m, 7), sdo: os pontos
singulares, [, [, 0, 6, 0, 0, e as trajetérias que nascem em (m,7) e
terminam em (0,0). Observe a descri¢ao das curvas integrais acima es-
tamos usando técnicas analogas as que foram aplicadas para as curvas
integrais do sistema diferecial (4.12) com m = 2, 3.

Como 0 =60 — 3p + g e =0+ ¢p—m7/2 (ver (4.7)), temos que as

curvas integrais I~ e [ no plano o1 correspondem aos semi-eixos Oz e Oy,
respectivamente. Além disto, (6 = 7,1 =0) e (0 =7, ¢ = 7) implicam
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(ver Lema 4.1) que 2 =0, y > 0 e x = y, respectivamente.

Por outro lado, as curvas d e d, sao translagbes das curvas 6~ e 9,
respectivamente. A curva § correspondem a uma familia {0y}, A > 0,
de curvas homotéticas, parametrizadas pelo comprimento de arco no
plano zy e solugdes de (4.1). Cada curva 0(s) = (z(s), y(s)) perten-
cente a familia {0)} tem, pelos Lema 7.1 e Lema 4.1, o ponto inicial em
(0,0), o, > 0, e é ortogonal ao eixo y = 0 neste ponto. Logo, pela
Proposicao 3.1, a curva (z(s), y(s)) fica inteiramente determinada em
qualquer ponto da regido {(z,y) € R% 2 > 0,y > 0}.Além disto, a
curva ¢é analitica.

Portanto para a descricao do comportamento das curvas solugoes de
(4.1) com m > 4, que interceptam ortogonalmente o semi-eixo positivo
0z, é suficiente a descricao do comportamento da curva dy.

Seja 6(s) (ver (4.3)) o angulo no plano zy da tangente a curva dy(s) =
(x(s), y(s)) com o eixo Ox.

Proposicao 7.1. Seja dx(s) = (z(s), y(s)) uma curva pertencente a
famdlia {5)}. Entao 0(s) é nao-crescente.

Proof. Como §) € {d,}, temos, pelo Lema 5.0.6 juntamente com a
Proposicao 4.1, ¢'(s) #0 para x #0, y 20, 2’ #0 e 3y # 0.

Por outro lado, a curva (z(s), y(s)) fica inteiramente determinada
pelas condigoes iniciais:

ZIZ‘(—OO) = Zo 7é O,y(—OO) = 07 ZIS‘/(—OO) = 07y,(—00) =L
Portanto, como na demonstracao do Lema 6.2, item (1), temos z(s) >
zo. Além disto, y'(s) # 0. Com efeito, se x(s1) = z1 # 0, y(s1) = y1 # 0,

2'(s1) =1, y'(s1) = 0 temos, como na demonstragao do Lema 6.2, item
(1), y(s) > y1. Assim, concluimos que

m
< < —
0<6(s) < .

isto é, y/(s) = 0 implica, usando (4.3), que

(7.1) f(s1) =0.



47

Como, pelo Lema 7.1 e Lema 4.1, a curva (x(s), y(s)) estd contida na
regiao {(z, y), 0 <y < x} obtemos

(7.2)

o< p(s)<m/4

Assim, por (4.7), (7.1) e (7.2),

™

b(s1) = @(s1) =5

< —7/4.

E isto contradiz o Lema 7.1 item (b). Logo 6(s) é nao-crescente e

0'(s) # 0,

para z # 0. 0

Demonstragao do Teorema 7.1

(i)

(i)

Como as hipersuperficies sao do tipo topolégico A, obtemos que
as curvas geratrizes destas hipersuperficies constituem a familia

{ox}-

Comoa:9—34p+ge¢:9+¢_g
T

que §(+00) = (0,0) implica que p(s) = 1° 0(s) = Z, quando s

(ver (4.7)), temos

tende a (4+00). Logo, cada curva geratriz d,(s) = (z, (s), y(s)),
pertencente a familia {Jy}, assintota a reta y = z — ¢, para uma
constante ¢ positiva. Como consequéncia do fato acima e da
Proposicao 5.0.6, vemos que

T T
—<f(s) < —.
<=3

Segue-se ¢ é sempre constante. Logo, cada curva geratriz
(ver figura 7.2) é mergulhada. Portanto, pela Proposigao 3.2, as
hipersuperficies sao mergulhadas.

Como a curva (y(s), z(s)), simétrica em relagao a diagonal da
curva solugao (y(s), z(s)), é também uma curva solugao (ver
figura 7.2), concluimos que as respectivas familias homotéticas
folheam o primeiro quadrante do plano zy. Portanto as hipersu-
perficies com estas curvas geratrizes folheam R?™ menos o cone
quadratico minimo.
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Figura 7.2
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8. HIPERSUPERFiCIES MiNIMAS DE R"T! cujos HIPERPLANOS
TANGENTES OMITEM UM CONJUNTO NAO-VAZIO DE R”t1

Sejam M™ uma variedade de dimensdo n e X : M™ — R"! uma
imers@o. Para cada ponto p € M", seja (R™), o hiperplano tangente a

X(M™) em X(p).

Indiquemos por

W =R"1\ (R,
peEM

o conjunto dos pontos omitidos em R™*! pelos hiperplanos tangentes &
X (M™).

Em colaboracao com Katia Frensel (ver [9], Teorema 2.10) provamos
dentre outros resultados o seguinte teorema.

Teorema 8.1. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa e X :
M™ — R uma imersdo isométrica minima. Se o conjunto W € aberto
nao-vazio, entao X (M™) é um hiperplano.

Nesta secao provaremos o teorema acima. Além disto, construiremos
exemplos em que X(M"™), n =2m — 1 e m > 4, ndo é um hiperplano e
W é constituido de pelo menos um ponto.

Demonstragao do Teorema 8.1 Sejam p, € W e X (p) —p, o vetor
posicao com origem em p,. Como p, € W, podemos escolher o campo
normal unitario N a imersao X tal que a orientacdo induzida em M
torne positiva a fungao suporte g : M — R, definida por

(8.1) 9(p) = (X(p) — po, N(p))-

Como X é uma imersao minima temos (ver, por exemplo, [3], p. 348)
que g satisfaz a seguinte equacao:

(8.2) Ag=—|IB|*g

onde A é o Laplaciano em M" e ||B|| é a norma da segunda forma fun-
damental B da imersao X.

Usando agora o fato de ser o conjunto W aberto, vamos mostrar
que ¢ assume um minimo em um ponto p € M"™. Com efeito, seja
d = inf{g(p); p € M™}. Entao existe uma sequeéncia {py }r>0 de pontos
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em M™ tal que g(pr) — d quando k — oo. Além disto, para cada ponto
Pk, consideremos o ponto g (ver figuta 8.1), intersecao de (R™),, que
passa por p,.

X(M™)

/\ X (px)
(H” )M

qk

Po
Figura 8.1

Uma vez que d(pg, po) = g(pr) é uma sequéncia limitada, existe uma
subsequéncia {qx; }x; que converge para um ponto g € R"+1. Como

U (R™), é fechado, pois W é aberto, e g, € (R"),, temos que g € (R")5
peEM
para algum p € M"™. Como d(p,, q) =d e

d < d(po, (R")p) < d(po, q) = d

obtemos que g(p) = d.

Finalmente, por (8.2) temos Ag < 0. Logo usando o Principio do
Maximo obtemos que g é uma funcao constante positiva, pois g tem
um ponto de minimo e é positiva. Portanto, da equagao (8.2), temos
IB]| = 0.

Observacgao 8.1. Se W # ¢ mostramos, na demonstracao do Teorema
8.1, a existéncia de uma fungao g positiva que satisfaz

Ag+|B|*g=0.

Logo, usando um resultado obtido por Fischer-Colbrie e Schoen (ver [%],
Teorema 1), temos que a imersao X é instavel.

Observagao 8.2. Hasanis e Koutroufiotis (ver [1 1], Corolério 1) provaram
o Teorema 8.1 no caso particular em que n = 2, supondo apenas que
W # ¢ , ou seja, W podendo ser constituido de um unico ponto. Este
resultado decorre da observacao acima, pois o plano é a unica superficie
minima estdvel em R3 (ver do Carmo e Peng [0]).
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O exemplo seguinte mostra que existem hipersuperficies minimas com-
pletas estaveis de R?>™ com m > 4, que nio sdo hiperplanos, tais que
0 € W. Portanto o resultado de Hasanis e Koutroufiotis nao pode ser
estendido para dimensao arbitraria sem alguma hiétese adicional.

Exemplo 8.1. As hipersuperficies completas e minimas de R?”™ — {0},
m > 4, invariantes por SO(m) x SO(m) com tipo topoldgico A (ver
Teorema 7.1) tém a seguinte propriedade:

0ew.

A equacdo de uma tal hipersuperficie M?™~! de R?™ invariante por
SO(m) x SO(m) pode ser escrita como

X =(yz, zy)
onde 7 e y sdo parametrizacoes ortogonais de S~ C R™ e (x(s), y(s))
é a curva geratriz parametrizada pelo comprimento de arco da hipersu-
perficie.

Consideremos
N=(-2'2,4,7)
o campo normal unitario & hipersuperficie. Logo, por (8.1) com p, = 0,
temos
g9(p) = —a'(s) y(s) + z(s) y'(s).
Observe que 0 € W se, e 86 se, g(p) # 0 Vp € M?™~1. Por outro lado,

g:0<:><§)/:0<:>cp':0.

Como as curvas integrais 0 e 0~ (ver figura 7.1) do sistema diferencial
(4.12), m > 4, nao intersectam as retas 0 + ¢ = 2km ey —o = (25 + 1),
k,7 € Z, temos pela Proposigao 6.1 que ¢’ é sempre diferente de zero.
Portanto g é sempre diferente de zero, isto é, 0 € W como haviamos
afirmado.

Observacao 8.3. Consideremos a hipersuperficie do Exemplo 8.1 tal

que sua curva geratriz (x(s), y(s)) tem as seguintes condigoes iniciais:
2(0) =z, >0, y(0) =0, 2'(0)=0 ey (0) =1.

Seja qo = (g1, ---,@2m) # 0 um ponto arbitrdrio de R?>™ tal que |¢;| > z,

para algum ¢ = m + 1, ..., 2m. Entao

g & W.
Com efeito, usando (8.1) com p, = g, obtemos
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g(p) = —x(s) y(s) +x(s) ¥y'(s)
(8.3) + X'(8) ((q1s-s @m))s T(P1y ooy Pm—1)

— ¥'(s) ((@ms1s-s @m), YPm s s P2m—2)),

onde p = (8,P1, .- Pm—1, Pm; -+, P2m—2). Logo, usando as condigdes ini-
ciais dadas anteriormente sobre a curva (x(s), y(s)), temos

(8.4) 9(p) = %0 —((@ms1+ s ©@m), Y(Prm s s P2m—2))-

Podemos agora escolher (py,,..., pam—2) tal que o produto interno
da expressao (8.4) seja igual a |g;| # 0. Como |g;| > x, segue-se que a
funcao g definida em (8.3) assume um valor nao-positivo. Analogamente,
podemos escolher outro ponto (p,,, , ..., Dam_2o) tal que o produto interno
da expressao (8.4) seja igual a —|¢;| e, portanto a funcdo g definida em
(8.3) assume um valor nao-negativo. Logo existe p tal que g(p) = 0, ou
seja, qo ¢ W.
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