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Prefacio

Neste texto, apresentamos alguns resultados de curvas convexas
no plano. Comecamos estudando as curvas localmente. O pri-
meiro capitulo apresenta o comportamento de uma curva dife-
rencidavel em uma vizinhanga de um ponto de seu traco. Aqui,
exploramos o conceito de curvatura de uma curva plana, mos-
trando que ela determina a curva, a menos de sua posi¢ao no
plano. Depois estudamos as curvas convexas no plano. Além das
propriedades geométricas de tais curvas, introduzimos a nocao
de largura de uma curva e fazemos uma introducao as curvas de
largura constante.

Este texto é parte adaptada do Livro Geometria Diferencial
das Curvas Planas dos mesmos autores ([AS]).
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Capitulo 1

Curvas Planas

Intuitivamente, gostarfamos de pensar em uma curva no pla-
no como um subconjunto que tenha dimensao igual a 1, por
exemplo, o grafico de funcoes de uma varidvel real ou figuras
“desenhadas’ com um unico traco, sem tirar o lapis do papel.
De forma um pouco mais precisa, uma curva ¢ uma deformacgao
continua de um intervalo, ou ainda, a trajetéria de um desloca-
mento de uma particula no plano.

Como exemplos dos objetos que queremos definir, veja as figuras
a seguir:
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v
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Tornar essas idéias mais precisas e aplicaveis pode ser um
trabalho longo e dificil. Um primeiro ponto de vista, inspirado
na Geometria Analitica, seria considerar uma curva em IR* como
o conjunto de pontos (z,y) € IR* que satisfazem uma equagio
do tipo

F(z,y) =0.
Muitos exemplos que gostariamos de considerar como curvas

estao nessa classe de subconjuntos do plano, veja as figuras a
seguir:
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ar+by+c=0 y—f(x)=0 22 +y? =1
A
A
y—22=0 422(x? - 1) +9y*=0 22 —y?>=0

Mesmo para funcoes muito bem comportadas, esse tipo de
conjunto pode ficar muito longe da idéia do que consideramos
uma curva. Por exemplo, para a fungao definida por F(z,y) =
zy, a equagdo F(x,y) = 0 descreve o conjunto formado pelos
eixos coordenados, que aparentemente nao se enquadra na nossa
idéia original, ou seja, de uma figura “tracada” sem tirarmos
o lapis do papel. Por outro lado, existem conjuntos que gos-
tarfamos de considerar como curvas e que nao podem ser des-
critos desse modo. Em muitas situagoes, considerar o caso es-
pecial em que curvas sao descritas por uma equacao da forma
F(z,y) = 0 pode ser 1til. Um caso especialmente importante é
quando F'(z,y) é um polindmio em duas variaveis. Nesse caso, o
conjunto F'(x,y) = 0 é chamado uma curva algébrica. O estudo
desse tipo de “curva” é o ponto inicial da Geometria Algébrica,
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um importante ramo da Matematica.

No contexto de Geometria Diferencial, em vez de conside-
rarmos curvas definidas por equacOes, vamos retornar a idéia
intuitiva que uma curva deve descrever a trajetéria continua do
movimento de uma particula sobre o plano. Se considerarmos
que um ponto «(t) representa a posi¢ao de uma particula em mo-
vimento continuo, quando o tempo ¢ varia em um intervalo [a, b],
o conjunto que iremos considerar é C = {a(t) € IR?, t € [a, b]}.
A vantagem dessa abordagem é que ela poderd ser facilmente
formalizada e contera varias informagoes sobre como o ponto
a(t) percorre o conjunto C, o sentido que o ponto “anda” sobre
C: podemos definir sua velocidade, sua aceleracao, etc.. Vamos
introduzir a definicao formal de curva.

Definicao 1.1 Uma curva continua no plano IR? € uma aplica-
cio continua o : I — IR?, definida num intervalo I C IR. A
aplicagao o, dada por o(t) = (z(t),y(t)), € continua, se cada
func¢ao coordenada x,y : I — IR € uma funcgao continua.

O conjunto imagem C da aplicagao a, dado por

C={a(t) = (z(t),y(t), t € I},

é chamado de traco de a. Observe que, com a definicao acima,
estamos estudando todo o movimento da particula e nao apenas
o conjunto C. Nesse caso, a é dita uma parametrizacao de C e
denominamos t o parametro da curva a.

Se a curva « estd definida em um intervalo fechado I = [a, b],
os pontos a(a) e a(b) sdo chamados de ponto inicial de « e ponto
final de «, respectivamente.

Se « estd definida num intervalo I = [a,b] e a(a) = «(b),
dizemos que o é uma curva fechada. Uma curva o : IR — IR? é
dita periodica se existe um ntumero real [ > 0, tal que

a(t +1) = alt),
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para todo t € IR. O menor valor [y para o qual a equacao acima
se verifica é chamado de periodo de «. E claro que a curva « fica
completamente determinada por sua restricao a um intervalo da
forma [to, to + o).

Uma curva o : I — IR? é dita simples, se a aplicacio o
for injetiva. Quando temos que a(t;) = «(tz), com t1,to € [ €
t1 # t9, dizemos que « possui um ponto duplo (ou miltiplo) em ¢;
e t. Uma curva fechada a : [a,b] — IR? é dita fechada e simples,
se a(t) # a(s) para todo t # s € [a,b) e a(a) = a(b), isto é,
se 0 unico ponto duplo de « ocorre nos seus pontos inicial /final.
Quando « é uma curva fechada e simples, ela é denominada curva
de Jordan. Em muitas situacoes, quando nao houver prejuizo no
entendimento, iremos denominar o trago de uma curva de Jordan
também como curva de Jordan.

Vamos encerrar esta secao com alguns exemplos ilustrativos
de curvas continuas no plano.

1. Circulos e elipses
O circulo de raio R e centro na origem O, Sg(0), é o
conjunto de pontos (z,y) € IR? cuja distancia ao ponto
(0,0) é constante e igual a R, isto é,

VETE=R

O circulo Sg(O) é o trago da curva continua «, definida por
a(t) = (Rcost, Rsent), t € R. O parametro ¢ representa
o angulo que «a(t) faz com o eixo Oz. Mais geralmente,
o circulo de centro (a,b) e raio R, Sg((a,b)), é o trago
da curva o : IR — IR?, dada por a(t) = (a + Rcost,b +
Rsent). Observe que « é uma curva periddica de periodo
27 e, portanto, quando t percorre a reta real, a(t) move-se
sobre Sg((a, b)) no sentido anti-horario um nimero infinito
de vezes. Se restringimos o dominio de o a um intervalo
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de comprimento 27 entdo a(t) percorrerd Sg((a,b)) uma
Unica vez. A curva a][o,gﬂ] ¢ uma curva de Jordan.

A curva (3 : [0, 7] — IR, dada por
B(t) = (cos2t, sen2t),

¢ uma outra parametrizagdo de Sg(O). Tal curva também
percorre Sg(O) no sentido anti-horério, porém com o dobro
da velocidade escalar de a.

A elipse de focos P, e P» é o conjunto de pontos (z,y) €
IR? cuja soma das distancias aos pontos P; e P, é uma
constante. Se escolhemos o sistema de coordenadas de R
de modo que P, = (—¢,0) e P, = (¢,0), com ¢ > 0, entao
a elipse ¢é descrita por uma equagao da forma

2 2
eyt
? + ﬁ =1,
com a,b ndmeros reais positivos. Seja (z,y) # (0,0) e
considere ¢t o angulo que o vetor com ponto inicial na ori-

gem e ponto final (z,y) faz com o semi-eixo Oz positivo.
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Agora podemos parametrizar a elipse pelo traco da curva
o : [0,27] — IR?, dada por

a(t) = (acost,bsent), a,b> 0.
A elipse intersecta os eixos coordenados nos pontos A =

(a,0), A = (—a,0), B=(0,b) e B'= (0, —b). Os segmen-
tos AA’ e BB’ sao chamados de eixos da elipse.

A
B
//f//—j;;%\\ ‘
P, ‘A

X

B/

2. Hipérbole
A hipérbole de focos P; e P, é o conjunto de pontos (z,y) €
IR? cuja diferenca das distancias aos pontos P, e P, é, em
valor absoluto, uma constante. Se escolhemos o sistema de
coordenadas de IR?, tal que P, = (—c,0) e P, = (c,0) com
¢ > 0, entdo a hipérbole (veja figura a seguir) é descrita
por uma equacao do tipo
2?2 g

@ B

onde a e b sao nlimeros reais e positivos.
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Consideremos as fungoes cosseno hiperbélico e seno hiper-
bélico dadas, respectivamente, por

¢ —t ¢ —¢
e+ e et —e
cosht = +T e senht= —

Logo, como cosh?t — senh *t = 1, podemos parametrizar o
ramo direito da hipérbole pelo traco da curva a : IR — IR?,
definida por

a(t) = (acosht,bsenht).

. Pardbola de Neill

A parabola de Neill, veja figura abaixo, é o conjunto de
pontos (z,%) € R?, tal que 2° —y? = 0. Seja (x,y) # (0,0)
e considere theta o angulo que o vetor com ponto inicial na
origem e ponto final (x,y) faz com o semi-eixo Oz positivo
e seja t = tan . Assim podemos parametrizar a pardabola
de Neill pelo traco da curva o : IR — IR?, definida por

at) = (2, 1%).
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4. Graficos
Seja f : I — IR uma funcdo de classe C¥. O conjunto

G={(z,y) e I xRy = f(z)} C R

é chamado de grafico de f. E claro que G pode ser, natu-
ralmente, parametrizado pela curva o : I — IR? de classe
C*, dada por

a(t) = (¢, f(1)).

Por exemplo, se consideramos a funcao f : IR — IR, dada
por f(t) = g (e'/* + e7¥*) = acosh(t/a), onde a é uma
constante positiva, obtemos que o grafico de f, ou equi-
valentemente, o traco de « descreve uma catenaria. A
catena- ria é a curva obtida quando uma corda de peso
uniforme é presa em dois pontos e é deixada sob a acao
da forca gravi- tacional. A catenaria tem outros interesses
geométricos, como no estudo de superficies minimizantes
de érea.
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Um outro exemplo de uma curva dessa forma é obtido
quando consideramos f : R* — IR, dada por f(z) =
sen (1/x). Observe que nenhum ponto do segmento { (0, y);
—1 <y < 1} pertence ao grafico de f, porém existem pon-
tos do grafico de f arbitrariamente préximos de cada ponto
desse segmento.

. Lemniscata

A lemniscata, veja figura abaixo, é o conjunto de pontos
(z,y) € R?, tal que y? = 42%(1 — 2?). Agora consideremos
t o angulo entre um vetor de IR?, com ponto final (x,y), e
o eixo Ox. Podemos, portanto, parametrizar a lemniscata
pelo traco da curva « : [0,27] — IR?, dada por

a(t) = (sent, sen2t).
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6. Curvas de Lissajous
Vamos descrever apenas uma classe especial dessas curvas,
as quais aparecem na Mecanica, quando duas oscilagoes
elasticas ocorrem simultaneamente em planos ortogonais,
por exemplo, os péndulos duplos. A curva de Lissajous é
o traco da curva o : IR — IR?, definida por

a(t) = (senat, senbt), a,b >0, a # b.

Note que a lemniscata ¢ um caso particular da curva de
Lissajous, quando a = 1 e b = 2. A figura abaixo mostra
um esboco do trago de & no caso em que a =2 e b= 3.

|
|

|

I .
I »
|
[

|

Observe que o trago de « estd contido no quadrado [—1, 1] x
[—1,1]. A curva « é periddica, se e somente se a/b é um
ndmero racional.
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7. Cicléide

A cicldide é a trajetéria descrita por um ponto P = (x,y)
de IR?, localizado no circulo de raio r e centro O, que
gira ao longo do eixo Oz, sem escorregar e com aceleragao
escalar constante. Seja u o vetor com ponto inicial em O’
e ponto final em P, e seja t o angulo descrito pelo vetor wu,
supondo que P coincida com a origem O, quando t = 0,
conforme a figura abaixo.

Entao o arco QP tem o mesmo comprimento que o seg-
mento com ponto inicial na origem O e ponto final @),
onde ) é o ponto de intersecao entre o circulo e o eixo
Oz. Concluimos que rt e r sao abscissa e ordenada, res-
pectivamente, de O’ e, conseqiientemente,

3
r = 1rt—rcos 7—t =rt—rsent

o (1.1)
Yy= Tr—Trsen <?—t) =7r—rcost

sao as coordenadas de P. Logo podemos descrever a ciclé-
ide, como sendo o traco da curva parametrizada « : IR —

IR?, dada por

a(t) = (rt — rsent,r — rcost).
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Notamos que é possivel eliminar ¢ nas equagoes (1.1). De

fato, usando essas equacgoes, cost = 1 — g e, portanto,
T
t = arccos <1 — g). Assim
T

o —
sent = +v1 — cos?t = iw

r

e obtemos a equacao cartesiana da cicloéide, dada por

& = T arccos <1 - Q) FV(2r—y)y.
r

8. Espirais
A espiral de Arquimedes, veja figura a seguir, é o conjunto
de pontos (x,y) de IR?, tal que

/2 2
T tan (m_ﬂ) =y, a>0.

a

Observamos que, em coordenadas polares, sua equacgao ¢é
dada por

r=af, a>0.

Logo podemos descrever a espiral de Arquimedes, como
sendo o traco da curva a : [0, 00) — IR?, definida por

a(t) = (atcost,atsent).

Esbocamos abaixo a espiral de Arquimedes com a = 1.
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S 4

\

9. Considere as funcgoes f, g : IR — IR dadas por:

eV et #£0,
f(t)_{ 0, set =0,

eV set >0,
g(t)—{ 0, se t < 0.

A curva a : R — IR, definida por a(t) = (z(t),y(t)) =
(f(t) +1,9(t) + 1), é uma curva continua cujo trago ¢é a
uniao das semi-retasy =z, x> ley=1, z > 1.
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10.

Observe que as fungoes = e y sao diferenciaveis em IR,
porém 2/(0) = ¢/(0) = 0. Este exemplo mostra que o
traco de uma curva pode ter “bicos’, mesmo quando suas
coordenadas sao funcoes diferenciaveis.

Curvas que preenchem o espago - Curva de Peano e curva
de Hilbert:

Essas curvas foram pesquisadas originalmente pelo mate-
matico Giuseppe Peano no século XIX, e como homena-
gem ao pesquisador, as curvas de preenchimento do espaco
sao referenciadas como curvas de Peano. Outros pesquisa-
dores, como David Hilbert, deram continuidade a pesquisa
das curvas de preenchimento do espaco estendendo-as para
es- pacos n-dimensionais. As curvas de Peano-Hilbert fun-
cionam baseadas na particao do espaco, de forma continua
e unica. Como cada particao é um subespaco similar ao
original, a construcao pode ser novamente aplicada a cada
particao, gerando novas particoes e assim sucessivamente.
A curva de Hilbert é a aplicacao limite desse processo, apli-
cado ao conjunto formado por trés segmentos de reta de
comprimento um, dois a dois ortogonais, formando uma fi-
gura “U”. As figuras a seguir mostram os tragos das cinco
primeiras etapas da construcao da curva de Hilbert.

B |

A curva limite obtida por este processo serd uma curva
continua cujo trago é todo o quadrado [0,1] x [0,1]. E.
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Moore obteve uma construcao similar, tomando-se inicial-
mente um quadrado, construiu uma curva, chamada curva
de Moore, cujo traco preenche [0, 1] x [0, 1], porém em cada
etapa da construgao, temos uma curva de Jordan. A figura
a seguir mostra a quarta etapa da construgao da curva de
Moore.

Podemos fazer uma construgao similar a essa, onde, em
cada etapa, temos uma curva de Jordan diferenciavel. Veja
as figuras a seguir:

Ol Jews i

1.1 Curvas Suaves

Nesta se¢ao, vamos estudar localmente uma curva « no plano,
isto é, fixado ty, estudaremos como se comporta «(t) para va-
lores de t préximo de t3. Para este estudo, o ideal seria que
pudéssemos ter uma reta que fosse uma boa aproximagao para



Curvas Planas 23

esta curva numa vizinhanca de um ponto sobre a curva. No en-
tanto, somente com a definicao de curvas continuas, isso nem
sempre € possivel. Se escrevemos a como

entao o é uma aplicacao suave, se e somente se cada funcao
coordenada x,y : I — IR é uma funcao de classe C*, isto é,
x e y possuem derivadas continuas de qualquer ordem em todo
ponto de I. Assim, podemos introduzir o seguinte conceito:

Definicao 1.2 Uma curva parametrizada suave ou um caminho
no plano IR? ¢é uma aplicacio suave

a: I —1R?

que a cada t € I associa a(t) € R%. Quando nao houver prejuizo
do entendimento, iremos nos referir a tais curvas simplesmente
como curvas parametrizadas ou curvas Suaves.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1 (Curva constante)A aplicagio a : IR — IR? dada
por
a(t) = (a,b)

¢ uma curva parametrizada cujo trago se reduz ao ponto (a,b).

Exemplo 1.2 Considere P = (ag,by) # Q = (a1, b1) pontos de
IR%. A aplicacio o : R — IR?, dada por

a(t)=P+t(P —Q) = (ap + t(ar — ag),bo + t(br — bo)),

¢ uma curva parametrizada cujo trago é a reta que passa por P

e Q.
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Seja B : IR — IR? uma aplicacio definida por
B(t) = P + tg(P — Q) = ((10 —f- tg(al — ao), bo + tg(bl — bo))

A aplicacao B também é uma curva parametrizada cujo traco €
a reta que passa por P e ). Observemos que v e 3 possuem o
mesmo traco. A diferenca entre essas curvas estd na velocidade
que seu traco € percorrido.

Exemplo 1.3 A aplicacio o : IR — R?, dada por

aft) = (1, [t]),

nao € uma curva parametrizada suave. De fato, a funcdo vy,
definida por y(t) = |t|, ndo € diferencidvel em t = 0. Porém,
a restricao de o, a qualquer intervalo que mao contém o ponto
t =0, é uma curva parametrizada.

1.2 Vetor Tangente - Reta Tangente

Seja a : I — IR? uma curva parametrizada, dada por a(t) =
(x(t),y(t)). O vetor tangente (ou vetor velocidade) de o em
tg € I é dado por

o' (to) = (2'(t0), y'(to))-

A velocidade escalar de o em ¢ty € I é dada pelo médulo do vetor
velocidade o/ (1), isto é,

lo (o)l = v/ (2" (o)) + (3 (t0))2.

Quando o'(ty) # (0,0), tal vetor aponta na dire¢ao tangente a
curva, o em .
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o (to)

O vetor o (tg) aponta na dire¢io da reta tangente & curva o no ponto
a(ty) e esta reta é a reta limite das retas secantes & curva « passando por

a(ty) e por a(t), quando fazemos t tender a tq .

Definicao 1.3 Dizemos que uma curva parametrizada o : I —
IR? € regular em ty € I, se o/(ty) # (0,0), ou equivalentemente,
se ||/ (to)|| # 0. A curva « € regular em I, se « for reqular para
todot € I. Se ||d/(to)|| = 0, dizemos que o € singular em ty e
a(ty) € chamada uma singularidade de .

Como afirmamos, se « for uma curva regular, o vetor /()
aponta para a diregao tangente a curva o no ponto «(t) e pode-
mos, portanto, definir a reta tangente a curva o em «(t) por

re(u) = a(t) + ud(t),

onde u € IR.

Veremos mais adiante que a reta 4, (u) é a melhor aproximacao
linear de o em #g.

Intuitivamente, o traco de uma curva regular é suave, sem bi-
cos, exceto por possiveis pontos de auto-intersecao. Localmente,
porém, « nao tem auto-intersecao como mostra o resultado se-
guinte.

Proposicao 1.1 Seja a : I — R?* wma curva parametrizada e
reqular em ty € I. Entao existe € > 0, tal que o € injetiva no
intervalo In = {t € I| |t — to| < e}.
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Prova: Como /() # (0,0), temos que 2’(ty) # 0 ou y/(t9) # 0.
Vamos supor que z'(tg) # 0. Logo, visto que 2/ é uma funcao
continua, existe ¢ > 0, tal que 2'(t) # 0, para todo t € Ij.
Nesse caso, x é estritamente mondtona e, portanto injetiva, o que
implica que «|, ¢ injetiva. A prova no caso em que y'(¢y) # 0, é

andloga.
& 0

g

to — € to+ ¢ t1

Um exemplo de curva parametrizada e regular é dado por
o : I — IR? definida por a(t) = (¢, f(t)), onde f : I — IR é uma
funcao diferenciavel. O trago de « é igual ao gréafico de f. Como
o (t) = (1, f'(t)) # (0,0), Vt € I, o é uma curva parametrizada
e regular. Vamos provar que localmente toda curva regular é
dessa forma.

Proposicao 1.2 Seja o : I — R* uma curva parametrizada
e reqular em to € I. Entdo, exviste & > 0, tal que, restrito ao
intervalo (tg — 0,t9 + 9), o traco de « coincide com o trago de
uma curva B da forma B(t) = (t, f(t)) ou 5(t) = (f(t),t), para

uma funcgao diferencidavel f :J — IR.
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Prova. Seja o dada por «(t) = (z(t),y(t)). Como « é regular
em ¢ = tg, temos que

o(to) = (2'(to),y/ (to)) # (0,0).

Vamos supor que z’(tg) # 0. Nesse caso, pelo teorema da fungao
inversa, existe um intervalo (to — d1, o+ d1), tal que a fungao = é
um difeomorfismo, isto é, uma funcao diferencidvel com inversa
diferencidvel, sobre J = x((tg — d1,%0 + 01)). Seja 8 : J — R?
dada por B(t) = a(z~!(t)). Temos portanto, que § ¢ uma curva
diferenciavel e

Bt) = (x(a™' (1), y(=™' (1)) = (t. f(1),

onde f, dada por f(t) = y(x~1(t)), é uma fungao diferencidvel.
A prova, no caso em que y'(tg) # 0, é anédloga e, nesse caso,
obtemos que o traco de a coincide localmente em «a(ty) com o
trago de uma curva da forma §(t) = (f(t),1).

g
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1.3 Reparametrizacao

Seja o : I — IR? uma curva parametrizada, definida por
a(t) = (z(t),y(t)), e seja h : J — I uma fungao de classe C*.
Podemos entdo considerar uma nova curva g : J — IR?, definida
por

B(t) = (o h)(t) = a(h(t)).
A curva  é, portanto, uma curva parametrizada de classe C*.
Dizemos que a curva 8 é uma reparametrizacao de «. Pela regra
da cadeia, temos que

B(t) = (@' (h(t)' (1), ¥ (M(t)H (1)),
ou ainda,
B'(t) = (o h)'(t) = o' (h(t)) W' (t).

A velocidade escalar de 3 é dada por

18" = lle/ (R IR ()]

Vamos considerar apenas reparametrizacoes onde a funcao h
é estritamente mondtona. Nesse caso, I/(t) # 0 e, portanto, se
a for uma curva regular em I, sua reparametrizacao § = a o h
também sera regular em J. Se h é estritamente crescente, dize-
mos que a reparametrizacao f = « o h é uma reparametrizacao
positiva ou propria, ou que preserva a orientacao de o. No caso
em que h é estritamente decrescente, a reparametrizacao é dita
negativa ou que reverte a orientagao de a.

1.4 Comprimento de Arco

Seja o : I — IR? uma curva parametrizada, dada por

aft) = (z(t), y(1)).
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A fungao L, : I — IR, definida por

Lo(t) = / /()] de = / VEORT GEEd,  (12)

ty € I, é denominada comprimento de arco. Como ||a/(t)| é
uma funcao continua, a funcao L, é de classe C! e, pelo Teorema
Fundamental do Calculo,

Ly () = o/ (B)]]- (1.3)

Observe que, se « for regular em I, entao a funcao L, ¢é de fato
de classe C™.

Para t; < ty, t1,ts € I, chamamos comprimento de arco de «
entre os pontos t; e ty a0 nimero

L0l 1)) = Lalt) — La(ty) = / (o)) de.

t1

Note que a definicao acima nao depende da escolha do ponto
to € I. De fato, se dado ty € I, definimos

To(t) = / lo' ()]l de.

Entao

La(t)— Lu(t) = / o (€)]] dé — / l'(e)]] dé = / (o)) de.

Logo concluimos que a funcao comprimento de arco de a esta
determinada de forma tnica, a menos de uma constante.

Definicao 1.4 Dizemos que uma curva o - I — IR? estd parame-
trizada pelo comprimento de arco, se o parametro t €, a menos
de constante, igual a L, (t), isto €,

Lo(t) =t +C.
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Observe que, se ||a/(t)]| = 1, para todo t € I, entao

Lo(t) = / lo'(e)]] dé = / de = t — ty,

e, portanto, a estd parametrizada pelo comprimento de arco.
Reciprocamente, se
Lo(t) =t+C,

obtemos que
lo’ (B[] = Li(t) = 1.

Provamos entao o resultado seguinte.

Proposicao 1.3 Uma curva o : I — IR? estd parametrizada
pelo comprimento de arco, se e somente se

lo/ @) = 1.

Observagao 1.1 Se I = [a,b], entdao o comprimento de « existe
e € dado por

L(a) = La(b) — La(a).

Dizemos que uma poligonal P = PyPyU...U P, 1P, estd inscrita
em uma curva « de trago C se PNC = {Fy, ..., P,}. E possivel
provar, usando as idéias do Cdlculo Diferencial, que L € dado
por

L(«) = sup{L(P), sendo P uma curva poligonal inscrita em c,

ligando a(a) e a(b)}.



Curvas Planas 31

O comprimento de « é aproximado pelo comprimento de poligonais

iscritas no traco de .

Os dois exemplos a seguir mostram que a definicao de compri-
mento de arco coincide com férmulas conhecidas da Geometria
Elementar.

Exemplo 1.4 Sejam A, B € IR?, ¢ seja Vy = B — A. A reta
que passa por A e B pode ser parametrizada por a(t) = A+ tVy,
t € IR. Para ty =0, temos

La(t) = / ()] de = / IVl de = ||B — Allt.

Em particular, o segmento de reta que liga A a B tem compri-
mento L(aljq) = ||B — Al|.

Exemplo 1.5 Considere o circulo de raio R parametrizado por
a(t) = (Rcost, Rsent). Visto que ||o/(t)|]| = R, temos L, (t) =
Rt, tomando ty = 0. Em particular, se consideramos |2z,
o comprimento de a é 2nR. Se damos k wvoltas em torno da

origem, isto €, se tomamos a|[0,2k,r], temos que o comprimento
de o é 2kTR.

O préximo exemplo mostra que o fato de L, (t) sempre existir
para curvas parametrizadas, a integral de (1.2) nem sempre pode
ser expressa em termos de fungoes elementares.
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Exemplo 1.6 Considere a elipse parametrizada por
a(t) = (acost, bsent), t € [0, 27].

Temos

t
Lo (t) = / Va2 sen2€ + b2 cos? € d¢,
0
que ndo pode ser expressa em termos de funcoes elementares.

Vejamos que o comprimento de uma curva pode ser finito,
mesmo que o seu intervalo de definicao tenha comprimento infi-
nito.

Exemplo 1.7 A espiral a(t) = (e ‘cost, e 'sent), definida
em IR € tal que

Lo(t) = / lo/ ()] de = Va(1 — ).

Em particular, L(a|p o) = Jlim La(t) = V2 e L(a|( o) €
—00

infinito.

O préximo resultado nos mostra que toda curva regular ad-
mite uma reparametrizacao pelo comprimento de arco.

Teorema 1.1 Toda curva reqular o : I — IR? pode ser reparame-
trizada pelo comprimento de arco. De forma mais precisa, fixado
to € I, existe uma bijecao h : J — I de classe C* definida em um
intervalo J sobre I, com 0 € J e h(0) = ty, de modo que a curva

B:J — R?, dada por B(s) = (o h)(s), satisfaz ||3'(s)|| = 1.

Prova. Visto que « é regular, a funcao comprimento de arco,
por (1.3), satisfaz

Ly () = [l (®)]| > 0.
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Logo L, ¢ estritamente crescente e, portanto, injetiva. Devido
a continuidade de L, temos ainda que L,(/) é um intervalo J.
Concluimos entao que L, possui inversa diferenciavel

h:J—1.

Como L (ty) = 0,0 € J e h(0) = ty, vamos provar que (3 definida
por (s) = (ao h)(s) estd parametrizada pelo comprimento de
arco. Com efeito, visto que h = L',

S S
") = T~ T
Logo
B(s) = oo h(s)]' = o' (h(s)) K(s).
Portanto

15" () = [le (h(s)) W ()]l = Nl (A(s)) I[P (s)] = 1.

0

Vejamos agora alguns exemplos de reparametrizagoes de cur-
vas pelo comprimento de arco.

Exemplo 1.8 Considere o circulo de raio R dado pelo trago da
curva a definida por a(t) = (Rcost, Rsent), t € [0,27]. Logo,
se tomamos tyg = 0, Lo(t) = Rt. Assim uma reparametriza¢do
pelo comprimento de arco de o € dada por

B(s) = (RCOS (%) , Rsen (%)) ,
onde 3 : 0,27 R] — IR>.
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Exemplo 1.9 Seja o uma curva, dada por
a(t) = (e cost, e "sent),

t € R. O trago da curva o descreve uma espiral, tal que

La(t) = / l/ ()] de = V3(1 — ).

Em particular,

L7Y(s)=—In (1 - %) .

Portanto uma reparametrizacao pelo comprimento de arco de o
¢ dada por

B(s) = (1—%) (cosln (1—%), sen In <1—%))

onde 3 : [0,v/2) — IR%.

1.5 Campo de Vetores ao Longo de
Curvas
Intuitivamente, um campo de vetores X (t) ao longo de uma

curva parametrizada o : I — IR? é uma aplicacdo que a cada
t € I associa um vetor com origem em «(t).
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X(t)

o?)

Campo de vetores X (t) ao longo de a.

Logo para determinar X (), basta conhecer a extremidade final
do vetor X (), uma vez que sua extremidade inicial é a(t).

Definicao 1.5 Um campo de vetores de classe C™ ao longo de «
¢ uma aplicacio X : I — IR? de classe C". Geometricamente, o
campo de vetores X ¢ dado, em cada ponto a(t), pelo vetor de
extremidades o(t) e X(t).

Se v é uma curva parametrizada e regular, dada por «a(t) =
(x(t), y(t)), entdao T, definido por T'(t) = (2'(t), v'(t)), é um
campo de classe C* ao longo de o. T' é chamado campo tangente.
No caso em que « esta parametrizada pelo comprimento de arco,
T é um campo unitério, isto é, ||T'(¢)|| = 1. O campo N, dado
por N(t) = (=y/(t), 2/(t)), é também um campo de classe C*
ao longo de a. Observe que, para todo t € I,

(T(t), N(t)) = =2'(t)y'(t) + o/ (t)2'(t) = 0,

isto é, N é perpendicular a T. N é chamado campo normal. No
caso em que « esta parametrizada pelo comprimento de arco, N
é um campo unitario.
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Dados dois campos X e Y de classe C" ao longo de oo e uma
funcao f : I — IR de classe C", podemos definir os campos X +Y
e fX por

(X +Y)(t) = X(t) +Y (1), (fX)(t) = fF(£)X(2),
que também serao campos de classe C" ao longo de a. Se X (t) =

(X1(t), Xo(t)) é um campo de classe C", com r > 0, definimos a
derivada de X por

XI'(t) = (Xi(1), X5(1)).

Nesse caso, o campo X’ é um campo de classe C"~! ao longo de
a. As seguintes relagoes sao facilmente verificadas:

(X+Y)Y=X"+Y,
(fX) =fX+rX,
(X, VY =(X"Y)+ (X, Y').
Temos entao o seguinte resultado:

Proposicao 1.4 Se X, Y sdo campos diferencidveis e (X, Y')
€ constante, entao

(X', Y)=—(X, Y. (1.4)

Prova. Derivando a equagao (X, Y) = const., obtemos

0=(X,YY=(X"Y)+ (X, Y'),

o que conclui a prova. U

Corolario 1.1 || X|| € constante, entao X'(t) € perpendicular a
X(t), para todo t € I, isto €,

(X, X') = 0. (1.5)
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1.6 Curvatura e Formulas de Frenet

Vamos considerar nesta secio curvas o : I — IR? parame-
trizadas pelo comprimento de arco. Observe que por hipdtese,
a/(s) # 0. Dessa forma esta bem definido um campo 7" de vetores
tangentes e unitarios ao longo de o dado por

T(s) é chamado vetor tangente a curva a em a(s). Se a(s) =
(z(s), y(s)), entao T'(s) = (z'(s), ¥'(s)). Observe que podemos
definir o campo N ao longo de a, tal que, para cada s € I,
{T, N} seja uma base positiva de IR?, isto é, existe uma rotacao
que leva (1,0) em 7T e (0,1) em N. Assim sendo,

e temos que N é um campo normal e unitario ao longo de a e
de classe C*. Para cada s € I, N(s) é chamado vetor normal a
curva o em «(s).

Definicdo 1.6 Seja o : I — IR? wma curva parametrizada pelo
comprimento de arco. O referencial {T'(s),N(s)} € chamado
referencial de Frenet de .

Visto que ||T|| = 1, temos, pela Proposi¢ao 1.1, que T"(s) é
perpendicular a T(s). Como T' e N geram o espaco IR?, temos
que, para cada s € I, T"(s) é paralelo a N(s). Isso significa que
existe uma funcao k, tal que

T'(s) = k(s)N(s), sel. (1.6)

Definigao 1.7 A funcao k, definida pela equagio (1.6), é cha-
mada curvatura de o em s € 1.
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Observe que a curvatura k(s) é dada por
k(s) = (T"(s), N(s)) = =(N'(s), T(s)).

Portanto temos que k£ : I — IR é uma funcao de classe C*,
quando « for de classe C*°.

Geometricamente, visto que ||T(s)|| =1 e |k(s)| = ||[T"(s)]|, a
funcao curvatura ¢ uma medida da variacao da direcao de T e,
portanto, da mudanca de direcao da reta tangente a o em «(s).

A curvatura entao é uma medida de quanto uma curva deixa
de ser uma reta. De fato, o proximo resultado caracteriza as
retas como as curvas cuja curvatura ¢ identicamente nula.

Proposicao 1.5 A curvatura de uma curva reqular o € identi-
camente zero, se e somente se o traco de « estd contido em uma
reta.

Prova. Suponha que k(s) = 0. Como 0 = |k(s)] = ||[T"(s)l,
temos que T"(s) = (0,0). Como T estd definida em um intervalo
I, concluimos que T'(s) é um vetor constante Vj. Isso implica
que

S
a(s) = also) + [ T(€) dE = alsa) + Vals — so)
50
Portanto o trago de « estd contido na reta que passa por a(sg)
e ¢ paralela ao vetor Vj. Reciprocamente, se o trago de « esta
contido em uma reta e « esta parametrizada pelo comprimento
de arco, temos que

a(s) = Py + sV, Vol = 1.
Logo T'(s) = Vi e, portanto, T"(s) = (0,0). Assim concluimos

que k(s) = 0.
0
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Agora vamos estudar a variagdo do campo N. Como ||[N(s)||
= 1, obtemos que N’(s) é perpendicular a N(s) e, portanto,
paralelo a T'(s). Observe que a equagao (1.6) implica que

2" = —k(s)y'(s),
' = k(s)x'(s).

Assim
N'(s) = (=y"(s), 2"(s)) = —k(s)(2'(s), ¥'(s)) = —k(s)T(s).

Os campos T' e N satisfazem o seguinte sistema:

T'(s) = k(s)N(s),
{N’(s) — k(s)T(s). (1.8)

As equagodes desse sistema sao denominadas Fquacgoes de Frenet
da curva a. Vamos definir a curvatura de uma curva regular
nao necessariamente parametrizada pelo comprimento de arco.
Como vimos anteriormente, toda curva regular admite uma repa-
rametrizagao pelo comprimento de arco.

Definicao 1.8 Seja o : I — IR? wma curva parametrizada e
reqular, e seja B : J — R? uma reparametrizacdo pelo compri-
mento de arco de o. Definimos a curvatura de o em t € I como
a curvatura de B no ponto s € J que corresponde ao pontot € I.

O préximo resultado expressara a curvatura de uma curva
regular e nao necessariamente parametrizada pelo comprimento
de arco.

Proposicao 1.6 Seja o : I — IR? uma curva regular, definida
por a(t) = (x(t),y(t)). Entdo a curvatura de o« em t € I ¢ dada
pela expressao
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Prova. Consideremos f : J — IR? uma reparametrizacio po-
sitiva de a pelo comprimento de arco. Entao, se escrevemos

5(s(0) = at) = (1) (1),
(@(0)./(1)) = o'(t) = 22 (1)

(@(0)./0) = (1) = TH 0 + L)

Usando a primeira equagdo acima e o fato de que s'(t) > 0, temos
que s'(t) = ||/ (t)]| e, portanto,

/(1) (1))

S O]
Logo obtemos que
P () B S
T(6(0)) = 3 60) = o = TR O )
dr d*p 1 " "
T s0) = T 6(0) = s [00) = S T(s(0)]
1 " " _ S// s
~ g @O 0) — L OTE0).
Por definicao do campo normal,
N(s(t) =~ (—y/ (), /()

A equagao (1.6) nos diz que

b(s(0) = G 500, N (s(0) )
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Substituindo as expressoes de — e N na equagcao acima e usando

o fato de que T" e N sao ortogonais, obtemos o resultado desejado.
O

Em muitas situagoes, uma curva pode ter uma expressao mais
simples, se ao invés de descrevé-la em relacao ao sistema de co-
ordenadas cartesianas, usarmos coordenadas polares. O proximo
resultado nos dara a expressao para a curvatura em coordenadas
polares.

Proposicao 1.7 Seja r = r (0) uma curva regular, definida por
uma equagao polar. Entdo sua curvatura k(0) € dada por

(r ()" +2(r' (6)" —r (6)r" )
((r(©))" + (" (9))°)?

Prova. Seja a(0) = r(0) (cosf, sen) = (z(0),y(#)) a equagao
paramétrica da curva dada por r = r (6).

k(0) = (1.10)

A
Y

—

a(0)

v

Logo

a'(0) = (2,y") = ' (cos b, sen ) + r (—sen b, cos )



42 Curvas Planas

e, conseqiientemente,
a"(0) = (2", y") = r" (cosh, sen ) + ' (—sen b, cos ) +

' (—senf, cosf) +r(—cosf, —senf) =
= (r" —r) (cos @, senf) + 2r' (—sen 6, cosb) .

Portanto, substituindo os valores de 2/, ¢, 2", y” em (1.9), obte-

mos a expressao desejada.
O

Seja a : [a,b] — IR?* uma curva regular, dada por a(t) =
(xz(t),y(t)). Podemos definir 6(t) como sendo o angulo que o
vetor tangente a « faz com o eixo z.

vt

v

T

Portanto, nos intervalos em que z’ nao se anule,

y'(t)

z'(t)

0(t) = arctan

Caso 2’ se anule, podemos considerar

'(t)

y(t)

Assim temos um resultado simples e ttil, envolvendo a derivada
de 0 e a curvatura de a.

0(t) = arctan
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Proposicao 1.8 Seja « : [a,b] — IR? uma curva de classe C?,
parametrizada pelo comprimento de arco e definida por o(s) =
(x(s),y(s)). Seja O(s) o angulo que o vetor &'(s) faz com o eixo
x. Entao

0'(s) = k(s), (1.11)
onde k € a funcao curvatura da curva c.

/

(
a'(s)

Prova. Suponha que 0(s) = arctan , isto é, em pontos com

#/(s) # 0. E claro que

L 2(s)y"(s) — 2"(s)y'(s)
0(s) = — T
14 g,g) (2'(s))
_ 2 (s)y"(s) — 2"(s)y'(s)
'(s))? + (y/(s))?
= 2'(s)y"(s) — 2" (s)y'(s)

Agora, usando a equagao (1.9), obtemos o resultado desejado.
O

Interpretacao Geométrica

Vamos considerar uma curva regular a : I — IR?, com cur-
vatura k(s), para cada s € I.

1. Do sinal de k:

Se k(tp) > 0, entao, para todo ¢ suficientemente préximo de ¢,
a(t) estd no semi-plano determinado pela reta tangente a curva
a em «(ty) para o qual aponta N(ty). De fato, basta verificar
que a funcao

f(t) = {al(t) = alty), N(to))
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¢ maior ou igual a zero, para t préoximo de t;. Observe que
f'(to) = 0 e, por (1.8), f"(ty) = k(ty) > 0. Logo f possui um
minimo relativo estrito em ¢,. Como f(ty) = 0, concluimos a
prova. Observe que, de modo analogo, se k(tg) < 0, f possui
um maximo relativo estrito em ¢, e, portanto, «(t) pertence ao
semi-plano determinado pela reta tangente a curva « em tq para
o qual aponta o vetor —N (o).

2. Do valor de k:

Suponha que k(ty) > 0. Para cada p > 0, sejam P, = a(tg) +
pN(to) e C, o circulo de centro em P, e raio p. Entao, para ¢
suficientemente pequeno, a(t) esta contido no interior de C,, se

p > @ e estd contido no exterior de C,, se p < k(llto)'
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0<p1 <po<p2

Po = k(to)’

De fato, vamos considerar a funcao g definida por

9(t) = lla(t) = B|* = p*

proximo de tg. Agora usando a definicao de g e as Equagoes de
Frenet, temos que g(ty) = ¢'(to) = 0 e ¢"(to) = —k(to)p + 1.

Logo, se p < m, entao ¢ possui um minimo estrito em ¢y e,
se p > =, ¢ possul um maximo estrito em ¢y, o que conclui

k(to)’
a prova cia afirmagao. Em geral, nada se pode afirmar quando
_ 1
P = &ty

Quando k(tg) > 0, definimos o raio de curvatura de o em
to por pyp = m O ponto P,, = a(ty) + @N(to) ¢ chamado
de centro de curvatura ou ponto focal de v em ty e o circulo
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Cp, ¢ chamado circulo osculador de o em ty. Observe que C,,
é tangente a curva « em «(fy) e tem a mesma curvatura que «
nesse ponto.

1.7 Teorema Fundamental das Curvas
Planas

Nosso objetivo é mostrar que, de certa forma, a funcao cur-
vatura determina a curva. Esse fato é demonstrado pelo seguinte
resultado:

Teorema 1.2 Seja k : I — IR uma funcao de classe C*°. FEntao,
dados sy € I, P = (P, P,) € R? e Vy = (V1, Vo) € R?, com
IVoll = 1, existe uma tnica curva parametrizada pelo compri-
mento de arco a : I — R?, tal que a curvatura em cada ponto
a(s) € dada por k(s), a(sg) = P e o/(s9) = Vp.

Prova. Suponha que «, definida por a(s) = (z(s), y(s)), seja
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e possua
curvatura k. As Equagoes de Frenet, veja (1.8), implicam que as
funcoes x e y satisfazem

{1’”(8) = —k(s)y'(s),
y'(s) = k(s)a'(s),

com condigoes iniciais dadas por x(tg) = P, y(to) = Ps, 2'(ty) =
Vi ey (to) = Vo. O sistema acima tem uma integral primeira,
dada por

2'(s) = cos </S: k(&) d€ + a) ’ (1.12)

s

Y(s) = sen ( JRG d£+a),

S0
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onde a é determinado pelas relagoes cosa = V; e sena = V5.
Integrando as equagoes do sistema acima, obtemos

o(s) = Pl—i—/S:cos (/S:k(f) d£+a) dr.
y(s) = P2+/S:sen (/S:k(g) d§+a> ar.

E facil verificar que a curva dada por a(s) = (z(s), y(s)) satisfaz
as condicoes do teorema.

Vamos provar agora a unicidade de tal curva. Suponhamos
que existam duas curvas, definidas por a(s) = (z(s), y(s)) e
B(s) = (u(s), v(s)) nas condigdes do teorema. As Equagoes de
Frenet para « e  implicam que as fungoes f(s) = 2/(s) — u/(s)
e g(s) = y'(s) — v/(s) satisfazem o sistema

{f’(s) — —k(s)g(s).
g(s) = K(s)f(s).

Isto implica entao que

S+ )(5) = F)(5) + 9()9'(5) = 0.

Logo (f? + ¢*) é uma fungao constante e como é nula em s = s,
temos que (f2 + ¢*)(s) = 0 e, portanto, f(s) = g(s) = 0. Assim
concluimos que

a'(s) = pB'(s), Vs € 1.

Agora, usando o fato de que a(sg) = 5(so) = Py, obtemos que
a(s) = B(s), o que conclui a prova do teorema.

0

Esse resultado tem, como conseqiiéncia, que a curvatura de-
termina uma curva, a menos de sua posi¢ao no plano.
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Corolério 1.2 Duas curvas o, 5 : I — IR? parametrizadas pelo
comprimento de arco com a mesma func¢ao de curvatura k : I —
IR? sdo congruentes, isto €, existem uma rotagcdo A : R?* — IR?
e uma translacdo por um vetor b € IR?, tal que, para todo s € I,

B(s) = (Ao a)(s) +b.

Prova. Fixe sy € I. Seja A : R? — IR? a rotacdo que leva
a/(sg) em ['(sg), e seja b = [(sg) — A(a(sp)). Temos que a
curva 7, dada por y(s) = Ao «a(s) + b, é tal que v(so) = B(so),
v (s0) = B'(s0) e a curvatura em cada ponto 7y(s) é k(s). Pelo
Teorema Fundamental das Curvas Planas, v(s) = f(s), o que
conclui a prova.

OJ

1.8 Forma Canonica Local

Iremos ver novamente que a curvatura é uma medida de
quanto a curva difere da reta tangente para pontos proximos
do ponto estudado, agora através da expansao de Taylor. Seja
a : I — IR? uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco. Considerando a aproximagcao pelo polinomio de Taylor
de cada coordenada de «, temos que

[ 2(s) = a(s0) + (5 — s0)2(s0) + %”
(S B 80)31’/” s r(s ‘
y(s) = y(so) + (s —50)y (s0) + Ty”(so)
\ B2l ) 4,
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_ori(s) L ra(s)
onde };1_1)% 5= 5P = il—r}(l) P =

Pelas Equacoes de Frenet, obtemos que
(2" (s0), 4" (s0)) = " (s0) = (k(s)N(5))'ls=s,
= k'(50)N(s0) + k(s0)N'(s0) = k'(s0) N (s0) — k*(50)T(50)-

Portanto

a(s) = a(sg) + (s — s0)T'(s0) + (s _2!SO) k(s0)N (so)
%W(%)N (s0) = K*(s0)T(s0)] + R(s),  (L.14)
onde lim M = 0. A equacao (1.14) mostra que k(sg) de-

s—so0 (s — S¢)
termina o quanto a(s) difere da reta tangente a curva a em s,
para pontos préximos de «(sg). De fato, a(s) difere da reta
tangente pelo fator

(s — s0)? (s — s0)
21 3!

para pontos proximos de sg.

3

k(s0)N (s0) + [k (s0)N (s0) — k*(s0)T(s0)] + R,

Podemos escolher um sistema de coordenadas de IR? de modo
que a(sg) = (0,0) e a base canonica seja {T'(sg), N(so)}, isto é,
T(so) = (1,0) e N(sg) = (0,1). Se em relagao a este referencial,
a curva « é dada por a(s) = (z(s),y(s)), a equagao (1.14) nos
diz que

#(s) = (s —s0) = k*(s0)

os) = k(s 2L

(s — s0)? .
! s _*3513( ) (1.15)

+ /{?I(So)T + RQ(S).



50 Curvas Planas

A representacao (1.15) é chamada forma canonica local de o e
descreve o comportamento de qualquer curva regular na vizin-
hanga de um ponto «a(sg). Em particular, ela nos diz que, se
k(so) # 0, o traco de « fica de um lado da reta tangente a o em
S0-

1.9 Evolutas e Involutas

Vamos considerar curvas regulares a : I — IR? parametriza-
das pelo comprimento de arco, tais que sua curvatura k nao se
anule em I. Nesse caso, para cada t € I, estd bem definido o
centro de curvatura de o em ¢, dado por

ao(t) = at) + —

onde N é o campo normal e unitario de a. A aplicacao que a
cada t € I associa a,(t) define uma curva diferencidvel em IR?,
e é chamada evoluta da curva a. Vamos estudar a regularidade
de a.. Usando as equacoes de Frenet, obtemos

1 k(1) K (t)

() =d(t)+ —N'(t) — =—=N(t) = ——=N(). (1.16
(1) = a'(1) + V')~ gy N =~ N0 (116
Temos, portanto, que . é regular, se e somente se
K'(t) # 0.

Os pontos singulares da evoluta de uma curva « sao aqueles
para os quais a curvatura de « possui um ponto critico. Antes
de vermos alguns exemplos de evolutas, observamos que, se 3 :
I — IR? é uma curva regular, com k(t) # 0, a expressdao da
evoluta 3, de 8 é dada por

1 18]

Be(®) = 5(1) + 5N =50 + i Ny

=0 N(t). (1.17)
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Notemos que B nao estd necessariamente parametrizada pelo
comprimento de arco.

Exemplo 1.10 Se o tragco de uma curva o descreve um circulo
de raio R e centro Py, sua evoluta ¢ a curva constante dada por
ae(t) = By. De fato, parametrizando a curva o por

a(s) = Py + (Rcos }%, Rsen %), s € [0,27R],
temos que k(s) = 1/R e, portanto,

ae(s) = a(s) + R(— cos %, —sen %) = Pp.

Exemplo 1.11 Considere a elipse dada pelo traco da curva o :
[0,27] — R?, definida por

a(t) = (acost, bsent).

A curvatura de o € dada por

ab
(a? sen 2t + b2 cos? t)3/2

k(t) = £ 0.

A evoluta de «, pela equagao (1.17), € dada por

a®sen ’t + b2 cos? t
ab

= cos” t, b sen-t | .

ae(t) = (acost, bsent) + (—bcost, —asent)

a

O traco da evoluta da elipse é descrito pelo astroide (ax)2/3 +
(by)?/? = (a® —b?)¥3, que ndo € regular nos pontos a.(t), com

T 3
t=0, — —
,2,7re2
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Elipse e sua evoluta.
Exemplo 1.12 Considere a cicloide dada pelo trago da curva

a, definida por a(t) = (t — sent, 1 — cost), t € (0, 2m). Sua
curvatura € dada por

cost —1
k(t) = 0.
®) (2 — 2cost)3/? 7
A evoluta de o € a curva definida por
2 —2cost

a.(t) = (t — sent, 1 —cost) + (—sent, 1 — cost)

cost — 1
= (t + sent, cost —1).
Observe que
a(t +m) = ae(t) + (7, 2).
Logo, a menos de uma translacao, a evoluta de o é a propria
cicloide.
YA

N,

Y
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Evoluta da cicloide
Note que a, deixa de ser reqular em t = .

A equagao (1.16) mostra que o vetor N(t) é paralelo ao vetor
al(t) e, portanto, a reta normal & curva a em «(t) coincide com
a reta tangente a a, em «.(t). Um outro modo de interpretar
esse fato é dizer que a evoluta de uma curva tem a propriedade
de, em cada instante, ser tangente as retas normais da curva.
Nesse caso, dizemos que a evoluta de uma curva é a envoltéria
da familia de retas normais dessa curva.

Em geral, a evoluta de uma curva parametrizada pelo com-
primento de arco nao esta parametrizada pelo comprimento de
arco. Considere J C I um intervalo no qual a, seja regular. O
comprimento de arco de a,, a partir de ¢ty € J, é dado por

s(t) = /t:ua;(e)n & = / (5) L

k(t)  k(to)
onde usamos que k e k' nao trocam de sinal em J. Da definicao
da evoluta a, de uma curva «, temos que

a(t) = au(t) — ——N(t).

A equagao (1.16) nos diz que o campo tangente unitario de a, é
igual a — N, se k/(t) > 0. Podemos, portanto, recuperar a curva
«, a partir de «., pela equagao

)

1 al(t)
alt) = ae(t) + ———+.
k() [log (0]
Vamos introduzir agora uma nocao dual a de evoluta de uma
curva regular o : I — IR?. Seja t, € I fixado, e seja £ : I — IR

o comprimento de arco de « a partir de ty,

ct) = / (€] de.
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Definicao 1.9 Uma involuta da curva reqular oo - I — R? € a
curva oy - I — IR?, dada por

ai(t) = aft) + (C = L@)T(1),

sendo T o campo tangente de a, e C' é uma constante real posi-
tiva.

Observe que, para valores diferentes de C, obtemos involutas
diferentes de «, porém todas sao equidistantes, conforme mostra
a figura a seguir.

Agora estudaremos a regularidade da involuta de uma curva
regular. Calculando o vetor o/(t), obtemos

aj(t) = o/ (t) = LT (t) + (C = L{1)T"(t)

= a'(t) = [l ONT () + (C = LDkl OIN(E)  (1.18)
= (C = LE)E@ [l @IN(),
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onde k é a curvatura de a. Portanto, se C' # L(t) e k(t) # 0,
entdo «a; ¢ regular em ¢. Vamos supor que C' > L(t), Vt € I ¢
nos restringir aos subintervalos J de I nos quais k(t) # 0. Se
k(t) > 0 em J, temos que os campos tangente 7; e normal V;
da involuta «; se relacionam com os campos correspondentes da
curva v por

Dessas equagoes, temos que as retas normais da involuta «; sao
as retas tangentes a «, e as retas tangentes de «; sao paralelas
as retas normais de o nos pontos correspondentes.

O calculo da curvatura k; de a; nos da que

o) = TON@) - (TO.N0) ko]

lzl lei@l i@

Pela equagao (1.18), se k(t) > 0,

1
0= Gz

e, se k(t) <0, ,
ki(t) = OO

O proéximo resultado nos dara a evoluta de «;.

Proposigao 1.9 A curva a € a evoluta de qualquer uma de suas
imwvolutas, isto €,

(@)e(t) = a(t).
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Prova. Temos, por definicao da evoluta de «;, que

(@i)e(t) = ai(t) + g Ni(t)
a%t% +(C = LW)T(t) — (C — LE)T()

t

|
e

O

1.10 Numero de Rotacao de uma Curva
Fechada

Nesta se¢cao vamos definir o niimero de rotacao de uma curva
fechada « : [a,b] — IR Intuitivamente, o niimero de rotagio
mede o niimero algébrico de voltas que o vetor posicao V', relativo
ao ponto Py, dado por V(t) = a(t) — P, d4 em torno de F,
quando t varia de t = a a t = b. Para tornar esta nogao precisa,
vamos estudar a a funcao angular. O primeiro resultado que
temos é o seguinte:

Teorema 1.3 Seja « : [a,b] — IR? uma curva continua, e seja
Py um ponto nao pertencente ao traco de . FEntdao existe uma
fungdo continua ¢ : [a,b] — R, tal que

o(t) = & (ala) — By, at) — Fy) mod 2,

para todo t € [a,b]. Além disso, se ¢ é uma outra func¢ao como
acima, entao p e ¥ diferem por um maltiplo de 27, isto €,

p(t) = () + 2k,

para todo t € [a,b] e para algum k € Z fixrado. Em particular,
existe uma unica fung¢do ¢ como acima, tal que p(a) = 0.



Curvas Planas 57

Prova. A prova deste resultado pode ser encontrada em [AS].

Definicao 1.10 A funcao @, dada pelo Teorema 1.3, tal que
o(a) = 0, depende do ponto Fy. Vamos denomind-la fung¢ao
angular de o com respeito a Fy.

Observe que, se t, s € [a, b], entao a fungao angular ¢ satisfaz
p(s) — p(t) = & (alt) — Py, a(s) — By) mod 27.

Além disso, se t e s s@o suficientemente proximos (por exemplo,
|t —s| <6, com § escolhido como na observagao (77?)), temos

p(s) = p(t) = Gt(als) = Po, a(t) — F).

A dltima observacao decorre do fato de que, fixado s, a funcao
g, definida por g(t) = 5=[@(t) — @(s) — Gt (a(t) — Py, o(s) — Py)],

™

¢ continua se [t — s| < 9, g(t) € Z e g(s) = 0.

Seja 8 : [c,d] — IR? uma reparametrizacio positiva de «a :
[a,b] — IR?, isto é, existe uma bijecdo crescente e continua o :
[e,d] — [a,b], tal que B(t) = a0 c(t). Observe que o(c) = a.
Entao, se ¢ é uma funcao angular para o« em relagao a Fy, a
fungao ¢ : [¢,d] — R, dada por

o(t) = ¢(o(t)) — ¢(a), (1.19)
é uma fungao angular para 3, com @(c) = 0. De fato,
p(o(s)) = ct(ala) — Py, a(o(s)) — Fo)

= & (afa) — Py, a(o(c)) — Py)+
+ & (alo(c)) — Py, a(o(s)) — Py)
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= p(o(c)) + & (B(c) — P, B(s)) — Fo).

Se a é uma curva diferenciavel, o préximo resultado nos da
uma expressao para uma funcao angular.

Proposicao 1.10 Seja a : [a,b] — IR?* uma curva diferencidvel,
e seja Py um ponto fora do trago de «. FEntao a fungao ¢ :
[a,b] — IR, dada por

' lade) - RS al(©)
o) = | [al®) - BJ?

¢ uma fungao angular da curva o, com relagao a Fy.

d, (1.20)

Estamos prontos para definir o numero de rotacdo de uma
curva fechada no plano em relacao a um ponto Fy, nao perten-
cente ao seu traco.

Seja a : [a,b] — IR? a(a) = a(b), uma curva fechada e
continua e seja Fy um ponto fora do traco de a. Seja ¢ a fungao
angular de o com relagao a Py, com ¢(a) = 0. Como a(a) = «a(b),
temos que

o(b) = & (ala) — Py, a(b) — Py) = 0 mod 2.

Definigao 1.11 O nimero

1
Wi(a, Py) = %go(b) cZ

¢ chamado de niumero de rotacao de o em relacao a Fy.

O numero de rotagdo W (o, By) mede o numero algébrico de
voltas que o vetor posicao V, relativo ao ponto F,, dado por
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V(t) = a(t) — Py, dd em torno de Fy, quando ¢ varia de t = a a
t =b. Se a é uma curva de classe C!, entao, por (1.20),

(&) — Pt/ (€))
(&) — Pol|?

W(a, Py) = — /

o 3 (1.21)

Essa expressao tem uma conseqiiéncia surpreendente: o membro
direito da equacao acima ¢é sempre um ntimero inteiro.

Neste capitulo vamos estudar o comportamento do campo
tangente a ouma curva regular e fechada. Para isso, vamos es-
clarecer o tipo de curvas em que esse estudo faz sentido. Uma
curva a : [a,b] — IR? é uma curva fechada, se a(a) = a(b).
Uma curva fechada « é diferencidvel, se existe um ¢ > 0 e uma
curva diferencidvel & : (a —¢,b+¢) — IR?, tal que a(t) = a(t)
para todo t € [a,b] e &'(a) e &'(b) sdo vetores nao-nulos com

mesma direcao e sentido. Uma curva fechada e diferenciavel
d* d*

a:la,b) — R? é de classenC”, se a(a) = a(b), Wi‘(a) _ W(kx(b)

para todo k = 1,....n e

—(t) é um campo continuo ao longo

de a. Desse modo, podemos falar em curvas fechadas e regu-
lares, isto é, uma curva fechada e diferenciavel tal que seu vetor
tangente é nao-nulo para todo t € [a,b]. Uma curva fechada
a : [a,b] — IR? é dita simples, se, restrita ao intervalo (a, b, ela
for uma aplicagao injetiva.

Se a é uma curva fechada e regular de classe C!, podemos
considerar a curva o : [a,b] — IR?. Essa curva é fechada,
continua e, por « ser regular, (0,0) nao estd no trago de o’.
Entao temos que o nimero de rotacao de o’ em relagdo ao ponto
(0,0) estd bem definido.

Definicao 1.12 Seja a : [a,b] — IR? uma curva fechada e re-
qular e de classe C*. O indice de rotacdo de o, R, € definido



60 Curvas Planas

por

R, =W (d,(0,0)).

Observe que, a priori, R, nao tem nenhuma relacao com os
numeros de rotagao de o em relacao a pontos fora de seu traco.
O indice de rotacao mede o nimero de voltas (orientadas) que o
vetor tangente de o d4 em torno da origem, quando percorremos
o traco de a.

Se a : [a,b] — IR? é uma curva regular, podemos definir

a indicatriz tangente T : [a,b] — S' C IR? dada por T(t) =
a/(t)

[ @)l ,
N(t) = T*(t). E claro que se a é uma curva fechada e de classe
C!, T e N sao curvas fechadas e continuas em [a,b] e assumem
valores no circulo unitario S'. Como conseqiiéncia da definicao
dessas curvas, temos que o/, T e N possuem a mesma funcao
angular () em relagao a origem, com ¢(a) = 0. Portanto

e a indicatriz normal N : [a,b] — S! C R?, dada por

Ro = W<O/7 (O’ O)) = W(Ta (07 0)) = W(N> (Ov O)) = %Sﬁ(b)

A idéia de associar uma curva regular o a0 movimento circu-
lar do vetor tangente unitario 7' ou, equivalentemente, do vetor
unitario normal N é devida a C.F. Gauss, no inicio da Geometria
Diferencial, e essa idéia tem um papel fundamental na teoria das
curvas planas diferenciaveis. Observe que T e N diferem apenas
por uma rotagao constante de um angulo 7 ao redor da origem.
T e/ou N sao freqiientemente chamadas de imagem tangente (de
Gauss) e/ou imagem normal (de Gauss) de a no circulo S'.
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Exemplo 1.13 Seja a : [0,27] — R? uma curva, dada por a(t)
= (Rcosnt, Rsennt), comn € Z, n # 0. A curva a parametriza
o circulo de raio R que dd |n| voltas em torno da origem, no

sentido anti-hordrio, se n > 0 e, no sentido hordrio, se n < 0.
Um cdlculo simples mostra que

R, =n.

Sl

A curva o descreve o circulo que dd n voltas em torno do seu centro e seu

indice de rotacdo € igual a n.



62 Curvas Planas

Exemplo 1.14 Considere a lemniscata, dada pelo traco da curva
o :[0,27] = IR?, definida por a(t) = (sent, sen2t). A curva o
€ uma curva reqular, fechada e

R, =0.

A Yy 4

A
Oy
T(s) \/

A lemmiscata possui indice de rotacdo igual a zero.

Os dois exemplos acima nos mostram que qualquer n € Z pode
ser indice de rotacao de uma curva regular e fechada.

O indice de rotacao de uma curva fechada e regular « € inva-
riante por reparametrizagoes proprias de o e também se conside-
ramos outro ponto inicial /final para . Porém, se consideramos
a~ a curva obtida percorrendo o na orientagao oposta, temos
que R,- = —R,,.

Para entendermos o comportamento de R, quando deforma-
mos «, vamos introduzir o conceito de homotopia regular:

Defini¢ao 1.13 Duas curvas fechadas e regulares c, 3 : [a, b] —

IR? sdo ditas reqularmente homotdpicas, se existe uma aplicacdo
H :[0,1] x [a,b] — IR?, tal que

1. H(¢,t) € continua em [0,1] X [a,b]; H € de classe C' em

relacao a varidvel t, isto €, %—i] € uma fung¢ao continua;

2. Para cada ¢ € [0,1], a curva oc(t) = H((,t), t € [a,b] €
uma curva fechada reqular;
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3. H(0,t) = «(t) e H(1,t) = B(1).
A aplicacao H ¢ dita uma homotopia reqular entre o e 3.

Para curvas regularmente homotdpicas, temos o seguinte re-
sultado:

Proposigao 1.11 Sejam o, 3 : [a,b] — IR? duas curvas fecha-
das e requlares. Se a € reqularmente homotopica a (3, entao

R, = Ry.

Prova. Basta observar que, se H((,t) é uma homotopia regular
entre o e 3, entao %—?(C,t) ¢ uma homotopia entre o e 3 e,
portanto,

Ro = W (e, (0,0)) = W(5,(0,0)) = Rs. 0

Tendo em vista o resultado acima, temos que nao é possivel
construir uma homotopia regular entre a lemniscata, dada por
a(t) = (sent,sen2t), t € [0,27], e o circulo unitario f(t) =
(cost, sent), t € [0,27]. Note que, como R? é convexo, essas
curvas sao homotépicas (como curvas continuas) em IR*. Vale
observar que estamos pedindo regularidade em cada estagio da
deformagao que leva a em .

L3000

Nao é possivel eliminar o lago a esquerda da curva acima, usando
a seqiiéncia de deformacoes, uma vez que o vetor tangente ao
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longo desse lago muda muito de direcao, independente do ta-
manho do laco. A continuidade de 042 implica que esse vetor
deve anular-se no limite final.

Por outro lado, temos o seguinte teorema devido a Whitney e
Graustein (veja [MR], Teorema 9.9 p.397) que nos dé a reciproca
do proposicao anterior.

Teorema 1.4 Duas curvas fechadas e regqulares o, 5 : [a,b] —
IR? sdo regularmente homotdpicas, se e somente se

R. = Rj.

Exemplo 1.15 Seja 3 : [a,b] — IR?* um circulo que dd uma
volta mo sentido anti-hordrio em torno de seu centro, e seja « :
[a,b] — IR* a curva que percorre uma vez a lemniscata com um
laco, ver figura abaixo, na orientacdao indicada.

Temos que

R,=Rs=1.

Logo, pelo Teorema de Whitney-Graustein, o e 3 sdo reqular-
mente homotopicas. Vocé consegue imaginar uma homotopia re-
gular que leve o em (7

1.11 Curvatura Total

Vamos supor agora que « : [a,b] — IR? é uma curva fechada,
regular e de classe C?. Nesse caso, os campos vetoriais o, T e



Curvas Planas 65

N sao campos de classe C! ao longo de . Pelas Equacoes de
Frenet, o vetor tangente da curva T satisfaz

T'(t) = k@)l (OIN (),

onde k(t) é a curvatura de o em ¢. Portanto a velocidade da
curva T'(t) é |k(t)| ||/ (t)]|, ou simplesmente |k(t)|, se a estiver
parametrizada pelo comprimento de arco. Decorre da expressao
acima que 1" percorre o circulo unitario no sentido anti-horario,
se k(t) > 0 e no sentido horario, se k(t) < 0.

Seja ¢ a funcao angular para a curva T em relagao a origem
(0,0), que satisfaz p(a) = 0. Pela equacao (1.20), temos que

wm:/@%m@&z/mmW@Ma

Portanto

o) = k)l ()] (1.22)
No caso em que « esta parametrizada pelo comprimento de arco,
temos que a curvatura de a é exatamente a taxa de variacao do
angulo orientado, determinado pelos vetores tangente a curva «
e o vetor T'(a). Observe que o vetor T'(a) pode ser substituido
por qualquer outro vetor fixo, sem alterar o valor de .

Definigdo 1.14 Seja o : [a,b] — IR? uma curva de classe C.
A curvatura total CT(«) da curva o é dada por

b
CT(a) = 5- [ KOO e
2m J,
Observe que o teorema de mudancga de varidveis para integrais
implica que C'T'(«) é invariante por reparametrizagdes préprias
de classe C? de a. A curvatura total representa, geometrica-
mente, a menos de um fator constante, o “comprimento algébri-
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co” da imagem de T sobre o circulo unitario, isto é, os arcos que
T percorre no sentido anti-horario sao considerados com com-
primento positivo, enquanto aqueles que 1" percorre no sentido
horario sao considerados com comprimento negativo. Em parti-
cular, temos que

1

b
w@Zg/HMMM%Z%@W%HW

No caso em que a é uma curva fechada, regular e de classe C!,
sua indicatriz tangente 1" é uma curva fechada, portanto o indice
de rotacao de av é dado por

1 I
Ry =W(T,(0,0)) = 5—¢(b) = —/ k(e)lle’(e)]] de = CT(a).
2m 2 J,
Como conseqiiéncia, chegamos a um resultado surpreendente:
a curvatura total de uma curva fechada é sempre um nimero
inteiro. Mesmo para curvas simples, tal resultado nao é dbvio.

Teorema 1.5 Seja o : [a,b] — IR* uma curva fechada, regular
e de classe C*. Entao sua curvatura total CT(a) é dada por

1

CT(a) = I

b
JRECIECIEES N
onde R, € o indice de rotagio de o. Em particular, CT(«) é
sempre igual a um niumero inteiro.

Exemplo 1.16 Considere a elipse a(t) = (acost,bsent), t €
[0,27]. Temos que Ry =1, o que implica entao que CT(a) = 1.
Calculando diretamente a curvatura total de o, obtemos que

ab
a?sen?t 4 b2 cos?t’

k@)l ()] =
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e, portanto,

1 2 ab

— de = CT(a) = 1.
21 J, a”sen?ec + b?cos?e c ()

O resultado nao € de modo algum dbvio (tente calcular analiti-
camente. E possivelll!).

Visto que o indice de rotagao de uma curva é invariante por
homotopias regulares, a sua curvatura total também é invariante
por homotopias regulares. Vamos usar a férmula do ntimero de
interse¢oes para calcular W(T,(0,0)) e, portanto, a curvatura
total de a.. Seja vy um vetor unitario fixado e considere o raio
Ty com origem em (0,0) e na dire¢do de vy parametrizado por
Two(8) = 108, s € [0,00). Como T'(t) estd sobre o circulo unitério,
o raio 1, ird intersectar o trago de 7" no maximo quando s = 1.
Essa interse¢ao, em geral, se d4 em um ponto multiplo. Para
obtencgao de todas essas intersecoes, devemos saber para quais
valores do parametro t temos que

T(t) = Up-

Suponha que, apenas para um numero finito de valores t1, ..., tz,
a equacao acima seja satisfeita. Observe que a condi¢ao para
que cada intersecao seja transversal é dada por

0 # (T'(t:),vg7) = (k(ta) o/ (L) I N (t:), N(t:)) = k(ts) o/ (t)]],

para todo i = 1, ..., k, isto é, se k(t;) # 0, para todo i = 1, ..., k,
o numero de intersecoes em cada t; é

v(t;) = sinal (T"(t;),vy) = sinal k(t;).

Portanto, nesse caso, verifica-se a seguinte relagao:

%/ k(e)||/(e)|| de = Ry = W(T, (0,0)) = ;sinal k(t;).
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Novamente, é surpreendente que o ultimo membro da equacao
anterior nao dependa da escolha particular do vetor vy nas condi-
¢oes acima.

1.12 Indice de Rotacao de Curvas Fe-
chadas Simples

O indice de rotacao R, de uma curva regular fechada a é, por
defini¢ao, o nimero de rotagao da curva /. Portanto o indice de
rotacao fornece uma informagao sobre o comportamento global
de o, que, a principio, ndo tem por que ser parecido com o
comportamento global de «. Por outro lado, o’ determina, a
menos de uma translacao, a curva original a e reciprocamente.
Logo nao seria de todo surpreendente que o indice de rotacao
R, nos desse alguma informacao sobre a geometria de a. Vamos
discutir um importante resultado nessa dire¢ao. Para curvas
fechadas, regulares e simples, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6 (Teorema da Rota¢io das Tangentes) Seja « :
[a,b] — IR? uma curva regular, fechada, simples e de classe C*.
Entao

R, = +1.

Além disso, se a € de classe C?, entdo sua curvatura total CT ()
satisfaz
1

CT(a) = g/ k()| (e)]] de = +1.

Decorre diretamente desse resultado a seguinte consequiéncia:

Coroldrio 1.3 Toda curva o fechada, reqular e de classe C* com
R, =0 ou |R,| > 2 possui auto-interse¢io. Se a é uma curva
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fechada e de classe C*, com curvatura total satisfazendo CT (a) =
0 ou |CT(a)| > 2, entdo a possui pontos de auto-intersegao.

Observe que a reciproca desse resultado nao é verdadeira,
isto é, nao é verdade, em geral, que se o indice de rotacao de
uma curva for igual a £1, a curva seja simples. Como exemplo,
considere a lemniscata com lago (veja exemplo 1.15). Ela tem
indice de rotagao igual a um e nao é simples.
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Capitulo 2

Curvas Convexas

Neste capitulo, estudaremos as propriedades geométricas das
curvas regulares cuja curvatura nao troca de sinal. Inicialmente,
introduziremos o conceito de curva localmente convexa.

Definicao 2.1 Dizemos que uma curva o - I — R* € conveza
em ty € I, se existe § > 0, tal que a((ty — 0,to + 0)) esteja in-
teiramente contido num dos semi-planos determinados pela reta
tangente a o em ty. A curva a € dita estritamente convexa em
to, se a € conveza em ty e existe 6 > 0, tal que a(ty) € o unico
ponto de o(to — 6,19 + 9)) sobre a reta tangente de o em ty.

A definicao de curva convexa em ty implica que, para todo t €
(to — d,to + ), a fungao definida por

hio(t) = (a(t) — alte), N(to)),
onde N(t) é o campo normal de «, ndo muda de sinal.

Proposicao 2.1 Seja o : I — IR? uma curva regular e de classe
C%. Se a curvatura de o em ty € I é nao-nula, entio o € estri-
tamente convezxa em tg.

71
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Prova. Suponha que k(tg) > 0. Pela observacao acima, devemos
provar que existe > 0, tal que a fungao hy, seja nao-negativa
em (tg — d,t9 + ), e hy(t) = 0 nesse intervalo, se e somente se
t = ty. Sem perda de generalidade, podemos supor que a curva
esta parametrizada pelo comprimento de arco. Nesse caso,

hi (to) = (&/(t0), N(to)) = 0

h) (to) = k(to) > 0.

Portanto tp é um ponto de minimo estrito local de h;,. Como
hiy(to) = 0, existe 6 > 0, tal que hy(t) > 0, para todo 0 <
|t —to] < &. Isso conclui a prova no caso em que k(ty) > 0. A
prova no caso em que k(tp) < 0 é analoga.

OJ

O préximo resultado nos permite considerar o caso em que a
curvatura se anula, mas nao muda de sinal.

Proposicao 2.2 Seja o : I — IR? wma curva reqular com cur-
vatura k. Suponha que existe 6 > 0, tal que, para todo t €
(to — 0,0 +9) C I, k(t) > 0. Entdo o é convexa em ty. Além
disso, o traco de o|wy—s1,+6) estd contido no semi-plano deter-
minado pela reta tangente a curva o em to para o qual aponta o
vetor N (ty).

Prova. Escolha o sistema de coordenadas de IR? de modo que
a(ty) = (0,0), T'(to) = (1,0) e N(to) = (0,1). Suponha, sem
perda de generalidade, que « esteja parametrizada pelo compri-
mento de arco e, em relagao ao sistema de coordenadas acima,
seja dada por
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A prova reduz-se, nesse caso, a mostrar que existe d; > 0, tal
que y(t) > 0, para todo t € (to — d1,%p + 1). Considere a funcao
0, definida por

Pela equagao (1.12),

(@'(t), ¥'(t)) = o/ (t) = (cosO(t), send(t)).
Como k(t) >0, t € (to — d,to+ ), existe 0 < §; < 9, tal que

y'(t) = send(t) > 0, se tg <t <tg+ 0y,

y'(t) = senf(t) <0, se tg— 01 <t < tp.

Logo a fungao y é nao-crescente no intervalo [ty — 01, %] e nao-
decrescente em [t, to + d1]. Como y(ty) = 0, temos que y(t) > 0,
para todo t € [ty — d1,to + d1], 0 que conclui a prova.

O

2.1 Curvas Fechadas e Convexas

Dizemos que uma curva regular « : [a,b] — IR* é conveza,
se, para cada ty € [a,b], o traco de « estd inteiramente contido
em um dos semi-planos determinados pela reta tangente a o em
to. De modo mais preciso, ser convexa significa que, para todo
to € [a, b], a fungao hy,, definida por

hio () = (a(t) = alto), N(to)),

nao muda de sinal em [a,b]. Em particular, o é convexa em
todo t € [a,b]. A curva « é dita estritamente convexa em tg, se o
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trago de «, exceto pelo ponto a(ty), esta inteiramente contido no
semi-plano aberto determinado pela reta tangente a curva a em
a(ty). Em termos da fungao hy,, definida acima, esta propriedade
significa que h;, somente se anula em ¢ = %.

curva convexa CUTVa NAO0 CONVELAQ

Na secao anterior, vimos que a nocao de convexidade estd
fortemente ligada com a curvatura de «. De fato, para curvas
fechadas e simples, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.1 Uma curva reqular, fechada e simples «: [a, b] —
IR? € conveza, se e somente se sua curvatura ndo muda de sinal.

Prova. Como a é uma curva de Jordan, pelo Teorema de Jor-
dan, seu traco delimita uma regido limitada e conexa Q C IR?.
Orientamos a de modo que em algum sq € [a, b] o vetor normal
no ponto «(sp) aponta para a regiao 2. Pela continuidade do ve-
tor normal N de «, temos que, para todo s € [a, b], N(s) aponta
para €. Observe que em g, k(sg) > 0, uma vez que o trago de «
esta contido no semi-plano determinado pela reta tangente a «
em sg. Como k nao muda de sinal, k(s) > 0, para todo s € [a, b].
Vamos provar que « é convexa. Fixe s; € [a,b] e vamos mostrar
que a funcao

hs (5) = (als) — als1), N(s1)),

nao muda de sinal em [a, b]. Suponha, por contradigao que isso
nao ocorre. Como h,, é continua, ela assume um minimo nega-
tivo e um maximo positivo em pontos sy e s3, distintos de sy.
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Como A (s) = (&/(s), N(s1)), as retas tangentes a curva o em
s1, So € s3 sao paralelas. Por hipotese, a é uma curva simples.
Logo, pelo Teorema 1.6, seu indice de rotacao ¢ R, = =*1 e
com a orientagdo que escolhemos, R, = 1. Seja ¢ : [a,b] — R
uma funcao angular para indicatriz tangente de a em relacao
a (0,0), com ¢(a) = 0. Observe que, pela equacao (1.22), a
derivada de ¢ é dada por ¢'(t) = k(t)||/(t)|| > 0. Logo ¢ é
nao-decrescente. Como R, = 1 e ¢ é nao-decrescente, a imagem
de ¢ é o intervalo [0,27]. Como temos pelo menos trés pon-
tos do traco de oo com retas tangentes paralelas, em pelo menos
dois desses pontos, a funcao ¢ possui o mesmo valor. Como
¢ ¢é nao-decrescente, ela deve ser constante em algum intervalo
da forma [s;, s;], i, € {1,2,3}. Isto significa que o traco de «
contém um segmento de reta ligando a(s;) a a(s;). Portanto
hs (si) = hs,(s;), o que contradiz a escolha dos pontos sy e s3.
Logo hs, nao muda de sinal. Como s; é arbitrario em [a, b], « é
convexa.

Reciprocamente, vamos provar que, com essa orientagao es-
colhida anteriormente, k(s) > 0. Suponha que para algum
s1 € la,b], k(s1) < 0. Escolhemos um sistema de coordenadas
de IR? de modo que

(1,0).

Q\
—~
V)

=
~—
I

{ a(s1) = (s1,0),

Nesse caso, podemos reparametrizar uma vizinhanca do ponto
a(s1) de modo que o trago de « seja dado pelo grafico de uma
funcao f : (s1 — e, s1 +¢) — IR. Observe que, como k(s;) < 0,
pela equacao (1.14), para s suficientemente préximo de sy,

k(s1)
2

{a(s) = a(s1), N(s1)) = (s —s1)" + R(s) <0,
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onde lim M = 0. Isso implica que, para ¢ suficientemente
s—s1 (s — $1)2

pequeno, f(s) > 0, se 0 < |s — 51| < e. Como k(s1) < 0, te-

mos N(s;) = (0, —1) e, portanto, existem pontos do trago de

a com a coordenada y < 0. Por outro lado, a reta tangente a

a em «fsy) é aretay = 0. Logo existem pontos do trago de «

de ambos os lados dessa reta, contradizendo a hipdtese que « €

ulna curva convexa.

O

Observacgao 2.1 A condicdo que o € uma curva simples € es-
sencial no Teorema 2.1, como pode ser observado na figura abaixo.

A curva « possui curvatura sempre positiva, mas ndo é convezxa.

Seja a : [a,b] — IR? uma curva de Jordan. Pelo Teorema
de Jordan, ela delimita uma regiao ) do plano. Uma pergunta
natural: quais as propriedades deve ter o conjunto 2, se a curva
a for convexa? Veremos que, de fato, {2 deve ser convexo como
conjunto de IR?. Para entender melhor esse fato, vamos lembrar o
que significa um conjunto de IR? ser convexo. Vamos inicialmente
introduzir alguma notacao. Dados dois pontos P e (), vamos
denotar por [PQ] o segmento de reta de extremos P e @, isto é,

[PQ] = {tQ+(1-1)P, 0 <t <1},
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De modo analogo, o segmento aberto de extremos P e () é dado
por
|PQI={tQ+ (1 —t)P, 0 <t < 1}.
Com essa notacgao, lembramos que um conjunto A é convexo,
se e somente se para todo par de pontos P, @ de A, [PQ] C A.

Dado um ponto P € IR?, se B.(P) = {Q € R?| |P-Q|| < ¢},
entao umas das trés possibilidades abaixo podem ocorrer:

1. Existe € > 0, tal que B.(P) C A. Nesse caso, P ¢ dito
ponto interior de A.

2. Existe € > 0, tal que B.(P) N A = (). Nesse caso, P é dito
ponto exterior de A.

3. Para todo € > 0, B.(P)NA# (e B.(P)n (R* — A) # (.
Nesse caso, P é dito ponto de fronteira de A.

O conjunto de pontos interiores de A é chamado de interior

de A e sera denotado A ou intA. O conjunto de pontos de
fronteira é chamado fronteira ou bordo de A e sera denotado por

o] J—
0A. O fecho de A é dado por A UOA e sera denotado por A.
A primeira propriedade que iremos provar é uma caracterizagao
dos conjuntos convexos de IR? com interior vazio.

Proposicao 2.3 Seja Q um conjunto convezo de IR? com inter-
1or vazio. Entao € estd contido em uma reta.

Prova. Se () possui no maximo um ponto, nada ha que se pro-
var. Suponha que existam dois pontos distintos P e () em ().
Como € é convexo, [PQ] C §2. Vamos provar que {2 estd contido
na reta r determinada por P e (). Suponha por contradi¢ao que
existe um ponto 7' € {2 com T' ¢ r. Sendo () convexo, ele contém
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todos os segmentos de reta da forma [TX], com X € [PQ)]. Por-
tanto () contém a regiao limitada pelo triangulo APQT. Como
essa regiao possui pontos interiores, chegamos a uma contradicao
com o fato que o interior de €2 é vazio.

O

Uma nogao til para o estudo de conjuntos convexos é a reta
suporte.

Definicao 2.2 Sejam A C IR*> e P € A. Diremos que uma
reta r passando por P € uma reta suporte para A em P, se
A estiver totalmente contido em um dos semi-planos fechados
determinados por r.

T3 T4

T2

r1, T9, I's € T4 Sao0 retas suporte para §2; r5 nao € reta suporte para 2.

Observe que, se P €A, entao nao existem retas suporte para
A passando por P. Mesmo para pontos da fronteira de A, pode
nao existir reta suporte passando por esses pontos.
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No entanto, conjuntos convexos possuem reta suporte pas-
sando por todo ponto de sua fronteira, como mostra o seguinte
resultado:

Proposicao 2.4 Se §2 é convexo e P € 0S), entao existe uma
reta suporte para £ passando por P.

Prova. Se o interior de €2 é vazio, o resultado segue da Proposi-

¢ao 2.3. Suponhamos que (02 # 0 e seja Q € (02 Seja Q? a
semi-reta com origem em () e passando por P. Considere [y a
semi-reta com origem em P e que esta contida em QQP. Vamos
provar inicialmente que [y intersecta ) apenas no ponto P. Por
contradicao, suponha que existe P’ # P, com P’ € QNly. Como
() estd no interior de €2, existe uma bola aberta Be(Q) intei-
ramente contida em {2 e, portanto, existe um segmento de reta
|M NJ, centrado em @, de comprimento 2¢, perpendicular a @

e que estd inteiramente contido em €. Sendo {2 convexo, para
todo X €|MN|, o segmento [X P’] estd contido em 2. Portanto
Q contém a regiao limitada pelo triangulo AMNP e P é um
ponto do interior dessa regiao, contradizendo o fato de P € 0f2.

Seja ug o vetor diretor unitario para a semi-reta [y, isto é [y =
{P + tup,t > 0}. Considere agora lp, 0 € [0,27], a semi-reta
com origem em P e com vetor diretor uy, onde 0 = &t (ug, ug).
Sejam

0, = sup{f| QNly = {P}}
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92 = Sup{0| ﬁﬂ l27r_9 = {P}}

lo,

Observe que 01 + 05 > w. De fato, se 6, + 05 < 7, temos que as

semi-retas lp, 1. € lg,—, com 0 < € < #, sao tais que:

1. Existem P, € lp, 1. NQeP e loy—e NQ, com P, £ P, i =
1,2;

2. O angulo entre essas semi-retas é menor que ;

3. A semi-reta [y divide o angulo determinado por ly, 1 € lp, .

Como 2 é convexo, o segmento [Py P] estd contido em 2 e pelas
propriedades 2 e 3 acima, segue-se que [P P2] Nly = {R}, com
R # P, o que contradiz o fato que lo N Q2 = {P}.
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l€1+e

Py

P,

lo,

ng—e

Uma vez que 01 +6, > 7, temos que qualquer reta r passando por
P e contida na regiao limitada por Iy, 1 € lp,—, que nao contém

() é reta suporte para {2 passando por P.
O

O préximo resultado serd 1til na prova da relacao entre a
convexidade de uma curva de Jordan e a convexidade da regiao
que ela delimita.

Lema 2.1 Seja « : [a,b] — IR* uma curva de Jordan, regular
e de classe C! e seja Q0 o fecho da regiao delimitada pelo trago
de a. Se Q0 é um conjunto convezo, entao, para todo t € |a,b],
a reta tangente a curva o em t € a unica reta suporte para )
passando por o(t).

Prova. Como 0f) =traco de «, a existéncia da reta suporte em
cada ponto a(t) é garantida pela Proposigao 2.4. Vamos pro-
var a unicidade de tal reta. Fixe ty € [a,b]. Sem perda de ge-
neralidade, podemos supor que « estd parametrizada pelo com-
primento de arco e vamos orientd-la de modo que N(ty) aponte
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para regiao €. Vamos escolher o sistema de coordenadas de IR?
de modo que

P = O[(to) = (to,O) e O/(to) = (170)

Com essa escolha, N(ty) = (0,1) e a reta tangente a curva o em
to ¢ o eixo Ox. Usando a Proposicao 1.2, existe € > 0 tal que a
parte do traco de « que estd contida na bola B.(P) de centro
P e raio € é o gréfico de uma funcao diferenciavel f : I — IR,
onde I é um intervalo contendo t3. Da escolha do sistema de
coordenadas, temos que

f(to) =0 e f,(t()) =0.
Diminuindo-se €, se necessario, podemos afirmar que
intQ N B(P) = {(z,y) € R?| (z —to)* +3* < 2 ey > f(x)}.

Vamos provar que toda reta que passa por P, diferente do eixo
0z, passa por pontos do interior de {2 e, portanto, nao pode ser
reta suporte para §2. Seja r uma tal reta. A equagao de r é da
forma

y=m(z —1ty), meR, m#O0.

Observe que,

lim miz = ty) = f() =m — lim _f(:v)
z—to T — ty z—to T — 1t
=m — lim Mzm—f’(to):m.

x—to T — 1y
Suponha que m > 0. Pela definicao de limite, dado £ > 0, com
0 < & < m, existe § > 0, tal que para todo x, com 0 < x < 4,
tem-se que (x,f(x)) € BE(P>7 (x,m(x - tO)) S Be(P) €
m(xr —ty) — f(x)

m—e < <m-—+E.
I—to
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Logo, pela escolha de €, temos que
m(x —to) — f(x) >0,
ou seja, m(x —to) > f(x).

A
Y

Portanto (z,m(x — ty)) € intQ N B.(P) para todo z, com 0 <
x < 4. Isso implica que existem pontos da reta r no interior de
2. A prova no caso em que m < 0 é analoga.

O

Podemos finalmente provar a relacao entre a convexidade de
uma curva de Jordan e a convexidade da regiao que ela delimita.

Teorema 2.2 Seja o : [a,b] — IR? uma curva de Jordan, re-
gular e de classe Ct e seja Q0 a regidgo delimitada pelo trago de
a. Entao Q € uma regiao convexa, se e somente se a curva o €
convera.

Prova Observe que, se € é convexo, entdao § é convexo. Logo,
para cada t € [a,b], o lema anterior nos diz que Q estd intei-
ramente contido em um dos semi-planos fechados determina-
dos pela reta tangente a a em «(t). Claramente, todo @ €
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0 =traco de o também estd nesse semi-plano, o que prova que
a é convexa.

Reciprocamente, suponha que « é uma curva convexa. Para
cada t € [a,b], seja H; o semi-plano fechado determinado pela
reta tangente a o em t que contém o traco de a. Considere

7’[: m %t-

te(a,b]

Como cada H; é um conjunto convexo, segue-se que H também
é convexo. Vamos provar inicialmente que

QO="H,

e, portanto, { é um conjunto convexo. Seja P € IR?—H. Pela de-
finicao de H, existe ¢y € [a, b], tal que P € IR* —H,,. Logo a reta
r paralela a reta tangente a a em ¢y, que passa por P, nao inter-
secta o traco de a. Usando a férmula do nimero de intersecoes,
com uma das semi-retas de r com origem P, concluimos que
W(a,p) = 0. Portanto P ¢ Q. Provamos, entdo, que Q C H.
Suponha agora que P ¢ Q e seja ty € [a,b], tal que a(ty) é o
ponto do trago de o mais proximo de P, isto é, ty é o minimo
absoluto da func¢ao, dada por

p(t) = lla(t) = P|* = {a(t) — P,a(t) — P).
Como p é diferencidvel, p'(ty) = 0, o que implica que
(a/(tg), a(ty) — P) = 0.

Vamos provar que P ¢ H;. Caso P € H;, a semi-reta de
origem P passando por «(ty) intersecta o trago de « apenas
em «(tp) (caso contrario, a(ty) ndo seria o ponto do trago de
a mais proximo de P) e é perpendicular ao trago de « nesse
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ponto. Usando a férmula do nimero de intersecoes, temos que
W (a, p) = %1, o que contradiz o fato que P ¢ Q. Logo H C Q.
Mostramos, portanto, que H = 2. Vamos provar agora que §
é convexo. Sejam P, Q € Q. Visto que Q é convexo, [PQ] C Q.
Suponha, por contradigao, que existe t; € [a, b], tal que a(t;) €
[PQ]. A convexidade de Q, pelo Lema 2.1, implica que [PQ)]
deve estar contido na reta tangente a curva o em t;, uma vez
que essa é a reta suporte para € passando por a(t;). Logo P e
() seriam pontos de €2, o que é uma contradi¢ao.

g

Segue-se da convexidade da regiao limitada por uma curva convexa,
o seguinte resultado:

Corolario 2.1 Seja « : [a,b] — R* uma curva de Jordan, re-
gular e de classe Ct. Se r é uma reta transversal ao traco de c,
entao r intersecta o traco de o em exatamente dois pontos.

Veremos a seguir que a indicatriz tangente de uma curva
fechada e simples é sobrejetiva.

Proposicao 2.5 Seja a : [a,b] — IR? uma curva fechada, regu-
lar e simples. Entao existe uma orientacao de o, tal que

T(A) =S,

onde A = {t € [a,b]| k(t) > 0}, T ¢ a indicalriz tangente de « e
St € o circulo unitdrio.

Prova. Como « é regular, podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que « esta parametrizada pelo comprimento de arco.
Inicialmente, pelo Teorema de Jordan, podemos supor que « esté
orientada de modo que seu campo normal N aponta sempre para
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a regiao W, limitada pelo traco de a.. Seja v € St. Considere a
funcao altura p, definida por

p(s) = (u, a(s)),

1

T
onde u = v~ é o vetor obtido de v pela rotacao de —. Observe

que, como p é uma funcdo diferenciavel em |a,b|, p possui um
minimo global em s, € [a, b] e, portanto,

0=7p"(s54) = (u,(s5,))-

Assim, em s, u = £N(s,,).

Considere a funcao auxiliar f medindo a distancia “orientada
por u’ de a(s) até a reta tangente a o em s,,, mais precisamente,

f(s) = (u, als) — a(su))-

Temos que f(s,) =0 e f possui um minimo global em s,, visto
que f difere de p por uma constante. Com isso, concluimos que o
traco de a esta inteiramente contido no semi-plano determinado
pela reta tangente a a em s, para o qual aponta o vetor u. Esse
fato acarreta que

u= N(sy).
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Usando que s, é ponto de minimo de p, obtemos
k(su) = (@"(su), N(su)) = (@"(su), u) = p"(su) 2 0
e, portanto, s, € A. Além disso, pela construcao de u,
T(sy) =v.

Provamos assim, que, para todo v € S!, existe s € A, tal que
T(s) = v, isto é, T(A) =S -

Desse tltimo resultado decorre imediatamente o seguinte fato.

Corolério 2.2 Seja o : [a,b] — IR* uma curva fechada, reqular
e simples e seja T : [a,b] — S' sua indicatriz tangente. Entdo T
¢ sobrejetiva.

O préximo resultado vai estimar a integral da curvatura de
uma curva fechada, regular e simples, ao longo dos arcos em que
a curvatura é nao-negativa.

Proposicao 2.6 Seja « : [a,b] — IR? uma curva fechada, requ-
lar e simples. Entao existe uma orientacao de «, tal que, se k €
integrdvel no conjunto A = {t € [a,b]| k(t) > 0}, entdo

- / k(5o (1)) dt > 1.

Prova. Pela Proposicao 2.5, existe uma orientacao de «, tal que
a imagem de A pela indicatriz tangente T é o circulo unitdrio S*.
Nesse caso, o comprimento de T'|4 é maior ou igual a 27. Logo

1 1
— | k(s)ds=— k d
3 [ ) ds =5 [ 1) s

1 1
= — " ds=—L(T|4) > 1.
5 [ @)l ds = 5-0(T1) = 0
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Observacgao 2.2 A hipdtese de que o € uma curva simples € es-
sencial na Proposi¢io 2.6. De fato, a curva o : [—7/2,31/2] —
R?, dada por

a(t) = (cost,costsent),

€ tal que
cost(1 + 2sen?t)
(1 — 3sen?t + 4sent)3/2

Logo A = |—m/2,7/2] e

k(t) =

1 [/ 3

K@) /(@)1 dt = 7 < 1.

% —7/2

Se trocamos a orienta¢ao de «, o conjunto onde k(s) > 0, nesse
caso, € [w/2,3m/2] e

1 371'/2 , 3
k@] o (@)l dt = 7 < 1.

27T 7T/2

Portanto, com qualquer orientacao, a curvatura absoluta total
dos arcos de o com curvatura positiva € menor que um.

A
Y

O Teorema ?? nos apresentou uma estimativa da curvatura total
de uma curva fechada e regular «, isto ¢, CA(a) > 1. O préoximo
resultado nos dara informacao no caso da igualdade.
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Teorema 2.3 Seja o uma curva de classe C?, fechada e reqular.
A curvatura total de o € igual a 1, se e somente se a € uma curva
simples e conveza.

Prova. Se CA(a) = 1, entao, pelo Coroldrio 7?7, a curva « é
simples. Vamos supor que « estd parametrizada pelo compri-
mento de arco. Assim, usando a Proposi¢ao 2.6 com a notagao
adequada, obtemos

1= CAa /|k |ds>—/ ) ds > 1.

Logo k(s) > 0, Vs € [a,b]. Portanto, pelo Teorema 2.1, temos
que « é uma curva convexa.

Reciprocamente, se a é uma curva convexa, temos, pelo Teo-
rema 2.1 e uma escolha adequada da orientacao de «, que k(s) >
0. Assim, fazendo uso do Teorema 1.6, obtemos

CA(a) =CT(a) = 1. O
Coroléario 2.3 Seja « : [a,b] — IR? uma curva de classe C?,
fechada, reqular e com curvatura absoluta total igual a 1. Se
1
|k(t)] < oL entdao
Ll(a) > 27R,

onde k é a curvatura de o e R é uma constante positiva.

1
Prova. Usando o teorema anterior e o fato de que |k(t)| < I
obtemos
| = CAla /|k ) o)) dt
/ l’(®)]] dt = Eb( : Y
< 2 R :
U

Logo temos o resultado desejado.
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2.2 Teorema de Schur

Considere dois arames de mesmo comprimento sobre um pla-
no. Quando os curvamos, intuitivamente, os extremos do arame
mais curvado ficam mais proximos do que os extremos do arame
menos curvado.

Esse resultado intuitivo é, de fato, verdadeiro e foi demons-
trado por A.Schur em [Sc|]. A seguir, apresentaremos sua for-
mulacao precisa e sua prova, conforme consta em Chern, veja
[Ch], p. 36 ou como exercicio em do Carmo, [dC], p. 406.

Teorema 2.4 (Schur) Sejam o : [0,]] = IR* e a : [0,1] — R?
duas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco e convexas.
Denotemos por k e k as curvaturas de « e &, respectivamente.

Sejam d(s) = d(«(0),a(s)) e d(s) = d(a(0),a(s)), onde d(., .)

¢ a distancia Buclidiana de IR?. Se k(s) > k(s), entdo

d(s) < d(s), s €[0,1].

Além disso, d(s) = d(s) para todo s € [0,1], se e somente se as
curvas a e a sao congruentes.

Prova. Scjam T : [0,]] — S' e T : [0,]] — S' as indicatrizes
tangentes de v e @, respectivamente, definidas por T'(s) = o/(s)
e T(s) = a/(s). Fixemos s; € [0,l]. Como « e & sao curvas



Curvas Convexas 91

convexas, apos um movimento rigido aplicado a uma delas, po-
demos supor que os segmentos de reta ligando «(0) a a(s1) e @(0)
a a(s1) estao sobre uma mesma reta r, tém o mesmo sentido e
os tragos de a e a estao contidos em um mesmo semi-plano de-
terminado por r. Vamos escolher o sistema de coordenadas Oxy
de IR?, tal que as curvas a e @ sejam parametrizadas por

onde y(s) <0, y(s) <0, 2(0) < z(s1) e (0) < Z(s1).

Sejam 6(s) e O(s) os angulos que os vetores o/(s) e a/(s) fa-
zem, respectivamente, com o eixo Ox. Como « e &« sdo cur-
vas convexas, temos, pelo Teorema 2.3, que —7 < 0(s) < 7 e

—71 < 0(s) < 7. Denotemos por T(0)T(s1) o comprimento de
arco em St entre T'(0) e T'(s1) ou, equivalentemente, o angulo
entre 7°(0) e T(sy).
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Sl

T(s1)

Logo, usando (1.11) e o fato de que k(s) < k(s), Vs € [0, 1],
obtemos

T(0)T(sy) = 0(s1) — 6(0) = /0 : 0 (s) ds = /0 h k(s) ds

< /081 k(s) ds = /031 0'(s) ds = 6(s) — 0(0) = m (2.2)

Agora considere sy € [0,1], tal que a reta tangente a curva «
nesse ponto seja paralela ao eixo Ox. Tal ponto sempre existe,
basta considerar o ponto em que a funcao coordenada y atinge
um minimo absoluto. Entao 0(sg) = 0 e, portanto, usando o
mesmo argumento de (2.2), temos

T(s0)T(s) < T(s0)T(s), (2.3)

S € [07 81].

Note que o vetor a(sg) pode nao ser paralelo ao eixo Oz.
A funcao cosseno é uma funcao decrescente quando o seu argu-
mento varia entre 0 e w. Assim, se 0 < T'(s0)T'(s) < 7, obtemos,
usando (2.3), que

cos(T'(s0)T'(s)) < cos(T(s0)T(s))-
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Logo, sendo a fungao cosseno uma funcao par, temos

cos0(s) = cos(T(s0)T'(s)) < cos(T(s0)T(s)) < cosB(s). (2.4)

Finalmente, se {ej, ey} denota a base canonica do sistema de
coordenadas Oxy de IR?, entdo

a'(s) = cosb(s)er + senf(s)es = 2'(s)er + y'(s)es.

Portanto, usando (2.4), vemos que

< /81 COS(T(So)T(s)) ds < ) cos 5(3) ds (2.5)
= [ #0e) ds = 3s0) - 300) = [i(s0) - 30)]

Jo
= d(s1)

Vamos provar o caso da igualdade no teorema. Suponha que
d = d. Nesse caso, temos igualdade em (2.5), (2.4), (2.3) e (2.2).
Logo as curvas a e & tém a mesma curvatura e, portanto, apli-

cando o Corolario 1.2, obtemos o resultado desejado.
O

O Teorema de Schur tem varias aplicagoes. Por exemplo, da
uma solucao ao seguinte problema minimizante:

Teorema 2.5 Entre todas as curvas de classe C?, fechadas, re-

gulares, convexas e com curvatura menor ou igual a i R uma

constante positiva, a que possui o menor comprimento € o circulo
de raio R.
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Prova Inicialmente, sem perda de generalidade, podemos su-
por que as curvas da hipotese do teorema estao parametriza-
das pelo comprimento de arco. Agora, pelo Corolario 2.3, te-
mos que os comprimentos de tais curvas sao maiores ou iguais
a 2rR. Considerando um circulo de raio R, a sua curvatura é

1
=% e seu comprimento é igual a 2rR. Suponha agora que «

seja uma curva como nas hipéteses do teorema e tenha compri-
mento igual a 2mrR. Nesse caso, usando a notacao do Teorema
de Schur, comparemos « com o circulo de raio R, parametrizado
pela curva a. Assim, como ambas sao curvas fechadas, temos

1
que d(2rR) = d(2rR) = 0. Logo a curvatura de « é igual a 7

OJ

e, portanto, a é um circulo de raio R.

Como uma segunda aplicacao do Teorema de Schur, obtemos
o seguinte resultado, devido a Schwarz:

Teorema 2.6 (Schwarz) Sejam P e Q) dois pontos no plano cuja
distancia € d. Seja o uma curva ligando P a Q com curvatura

1 d
< — > —.
k(s) < 7 com R> 5

Considere um circulo D de raio R, tal que P, Q € D. Entao o
comprimento de o € menor que o comprimento do menor arco
de D determinado por P e Q ou € maior que o comprimento do
maior arco de D, determinado por esses pontos.

d
Prova. Observemos primeiro que R > 5 ¢ uma condicao ne-

cessaria para o circulo D de raio R existir. Agora, para de-
monstrarmos o teorema, podemos supor que o comprimento de
a é menor que 27 R, caso contrario, segue-se o resultado imedia-
tamente. Assim podemos comparar a com um arco do mesmo
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comprimento sobre D, determinando uma corda de comprimento
d. Logo as hipéteses do Teorema de Schur estao satisfeitas e,
portanto, d < d.

E segue-se o resultado.

2.3 Curvas de Largura Constante

Nesta secao, iremos introduzir a nocao de largura de uma
curva no plano em relacio a uma direcao de IR* e mostrar algu-
mas propriedades das curvas de largura constante.

Fixe um vetor v ndo-nulo em IR%. Seja « : [a,b] — IR? uma
curva regular e fechada. A largura de a em relagao a direcao v,
larg,(«), é dada pela menor distancia entre duas retas paralelas
r1 € Ty, ortogonais a v e com a propriedade que o traco de «
esteja contido na faixa determinada por essas duas retas.

*

|

[

|
larg,(a)

|

[

[

v
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Para que esse conceito se torne mais preciso, para cada v €
S!, considere a funcao h, definida por
h(v) = max (a(s),v).
(v) = max {a(s),v)
O fato da curva « estar definida em um intervalo fechado, acar-
reta que h esta bem definida e representa a maior projecao or-

togonal de um ponto do trago de a sobre o vetor v. Em termos
de h, podemos escrever a largura de o na diregao de v como

larg,(a) = h(v) + h(—v).

A

P
<

Por exemplo, se o trago de o descreve um circulo de raio R, a
largura de «, em qualquer direcao v, ¢é igual a 2R.

Observe que o méximo de (o, v) é atingido em pontos do
traco de o que satisfazem (o/(s),v) = 0. Logo a reta tangente
a curva « é ortogonal a v em cada ponto em que {(«(s),v) ou
(a(s), —v) atinge o maximo. No caso em que « é convexa, ha
exatamente duas retas tangentes a curva a que sao ortogonais a
v. Tais retas, no entanto, podem ser retas tangentes em mais de
um ponto de a.

Definigdo 2.3 Seja o : [a,b] — IR® wma curva continua. O
diametro D de o € dado por

D = max{||P — Q||; P, Q pontos sobre o trago de a}.
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Para curvas fechadas, os conceitos de largura e diametro estao
relacionados pelo seguinte resultado:

Proposicao 2.7 Em qualquer curva reqular e fechada o : |a, b
— IR?, 0 seu didmetro D € dado por

D = maxlarg,(a).
veSt

Prova. Seja L = max larg,(a). Vamos provar inicialmente que
ve

D < L. Seja d(s,t) = |la(s) — a(t)], s,t € [a,b] e seja (so,to)
um ponto em que a funcao d atinge seu maximo. Como d é
diferenciavel, temos que

od od

%(80,750) = E(Sg,t()) = 0

Essas igualdades significam que

(a(s0) — alte), & (s0)) = (a(s0) — alto), o'(to)) = 0.

Portanto as retas tangentes a curva a em «(sg) e «a(ty) sao pa-
ralelas, visto que ambas sdo ortogonais ao vetor a(sg) — a(ty).
Além disso, o traco de a esta inteiramente contido na faixa de-
terminada por essas duas retas. Portanto a distancia entre essas
retas é igual ao diametro de v e também igual a largura de @ em

1 .
la(so) — a(to)l (a(s0) — a(ly)). Assim

D <L

relacao ao vetor v =

Reciprocamente, dado v € St, sejam sg, ty € [a, ], tais que

h(v) = (also);v) e h(=v) = (alto), —v).
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Entao
larg,(a) = h(v) + h(—v) = (a(so) — a(to), v) < [le(s0) — alto)l],

e, portanto,
D > larg,(«).

Como essa desigualdade vale para todo v € S', segue-se que
D> L. O

Definicao 2.4 Dizemos que uma curva o possui largura cons-
tante, se larg,(a) é constante igual a Lo, para todo v € S'. Nesse
caso, Ly € chamado de largura de «.

Suponhamos que « seja uma curva fechada, convexa e com
largura constante Ly. Pela Proposicao 2.7, o diametro de «
também ¢ igual a Ly. Vamos ver que esse diametro é realizado
por muitos pares de pontos sobre o traco de a. De fato, fixado
so € la,bl], seja s; € [a,b], tal que T'(s1) = —T(sp). Como «
é convexa, seu traco fica inteiramente contido em um dos semi-
planos determinado pela reta tangente a a em cada ponto. Por-
tanto o traco de « fica inteiramente contido na faixa determinada
pelas retas tangentes a curva o em «(sg) e em a(s;). Como a
largura de « é constante e igual a Ly, a distancia entre essas retas
é Ly e, portanto, ||a(sg) — a(s1)]| > Ly. Visto que o diametro de
a é igual a Ly, temos que ||a(sg) — a(s1)]| = Lg. Por outro lado,
essa igualdade s6 ocorre, se a(sg) — a(sy) for ortogonal as retas
tangentes de a nos pontos a(sg) e a(sy). Nao existe, contudo,
outro ponto a(ss), tal que ||a(sg) —a(sz2)|| = Lo, pois, nesse caso,
a(s1) e a(sy) estariam sobre a reta normal & curva o em s = S,
o que contradiz a hipdtese de convexidade de .

Portanto, para cada ponto P sobre o trago de uma curva «
fechada, regular, convexa e de largura constante Ly, existe um
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tinico ponto P sobre o traco de o, tal que ||[P— P|| = Lo, e P est4
sobre a reta normal & & no ponto P. O ponto P é chamado ponto
antipoda de P. No caso em que « estd positivamente orientada,
sua curvatura é positiva, e o ponto antipoda de P é dado por

P =P+LyN(P),

onde N é o vetor normal unitario de «.

Q

v

‘AL P
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|

r

Seja C o circulo de centro P e raio Ly. Entao C é tangente
a aem P, e o traco de a esta inteiramente contido no disco
limitado por C. Pode-se mostrar que a curvatura de v em P

¢, em modulo, maior ou igual a i (veja Lema ?7?). Temos que

toda curva regular, fechada e de lal(r)gura constante € estritamente
convexa.

O leitor deve estar se perguntando: existira alguma curva de
largura constante diferente do circulo? Um primeiro exemplo de
curva de largura constante é dado pelo triangulo de Reuleaux, que
passamos a descrever: considere um triangulo equilatero AABC.
Tomando cada vértice de AABC' como centro, construa um arco
de circulo ligando os dois vértices remanescentes. A curva obtida
pela uniao dos trés arcos de circulo possui largura constante.
Observe que, para cada ponto P do triangulo de Reuleaux que
nao é um vértice, o traco dessa curva esta contido na regiao entre
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a reta Tp tangente a curva em P e reta paralela a Tp passando
pelo vértice oposto ao arco que contém P. A distancia entre
essas retas independe da escolha do ponto P e é igual ao lado
do triangulo equilatero AABC. Concluimos, portanto, que a
largura do triangulo de Reuleaux é constante.

Essa curva, porém, é apenas continua. Para obtermos uma curva
de classe C!, basta construirmos a curva paralela ao triangulo de
Reuleaux, obtida pela uniao de seis arcos de circulo, como mostra
a figura abaixo.

Vamos agora construir uma curva de classe C? e de largura
constante. Considere o semi-circulo S!, de centro na origem e
raio um, com y > 0. S} pode ser obtido como gréfico da fungao
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h:[-1,1] — R, dada por h(z) = v/1 —22. Seja hy : [-1,1] —
IR? uma funcio nao-constante e de classe C*, tal que:

e hy(z) =0, paratodoz € [—1,—14+6]U[1—0,1], com s >0
suficientemente pequeno;
e hy, b e hY sdo suficientemente proximas de zero, para que
a curvatura do grafico da fungdo H, dada por H(z) =
h(x) + hq(z) seja maior que 5
Seja a : [0, ¢] — IR? uma parametrizacio, pelo comprimento de

arco, do gréfico de H = h + hy, com «(0) = (1,0) e a(c) =
(—1,0). A curva « satisfaz:

1. Existe € > 0, tal que a([0,¢] U [c — €, ¢]) estd contido em
Sl .
4

2. O trago de a nao estd contido em S ;

3. A indicatriz tangente T da curva « descreve um semi-
circulo;

1
4. k(s) > 2 onde k ¢é a curvatura de a.
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Considere a curva f3 : [0,2c¢] — IR?, dada por

B(s) = al(s), se0<s<cg,
| a(s—c¢)+2N(s—¢c), sec<s <2

onde N(s) é o vetor normal unitério de «.

A condic¢do (1) garante que [ estd bem definida e §(0) =
f(2¢). Logo 8 é uma curva fechada e de classe C*°. Vamos
provar que [ é regular. A forma como f estd definida e pelo
fato de « ser regular, resta-nos provar a regularidade de S no
intervalo ¢, 2¢]. Temos que s € [c, 2¢],

B'(s) =a'(s—c)—2N'(s —¢).
Usando as Equacoes de Frenet obtemos
B'(s) = (1 —2k(s—¢))T(s—c).

A propriedade (4) da curva o implica que §'(s) # 0. Um célculo
direto nos mostra que a curvatura k de g é dado por

Fs) k(slz;it ) se s € [0,¢],
Ht—o) -1 se s € [c, 2¢].

- 1
A condigao (4) implica que k > 7 A propriedade (3) nos diz que
o indice de rotagao de (8 é igual a um e, portanto, ( ¢é estritamente

convexa. E imediato vermos que a largura de  é constante e
igual a dois.
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Vamos provar, em seguida, que o comprimento de uma curva
de largura constante Ly depende apenas de L. Esse resultado
foi demonstrado originalmente por E. Barbier no século XIX,
usando métodos probabilisticos.

Teorema 2.7 (Teorema de Barbier) O comprimento de qual-
quer curva convexa, reqular, fechada, simples e de largura cons-
tante ILg € igual a mllg.

Prova. Seja a : [0,L] — IR® uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco, com as hipoteses do teorema e positiva-
mente orientada. Pelo Teorema 2.3, como « é fechada, simples
e convexa, o indice de rotacao de « € igual a um. Considere a
extensao periédica a de «, definida em IR por

a(s+nl)=a(s), Vse|0,L], VneIN.

Seja ¢ uma determinacgao diferenciavel do angulo que a indicatriz
tangente de «, T'(s), faz com (1,0). Visto que o indice de rotacao
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de « é igual a um, temos
o(s+ L) —p(s) =2m, Vs € R.
Pela equacao (1.22), temos que
¢'(s) = k(s), Vs € R.

Vimos que a curva « é estritamente convexa. Portanto k(s) > 0
e @ é estritamente crescente. Logo ¢ possui inversa diferencidvel.

Agora, para cada s € IR, considere a aplicacdo que a cada
s € IR associa a(s), dada por

a(s) =a(s) +LoN(s),

onde N é o campo normal e unitario ao longo de a. Temos,
portanto, que « é diferenciavel, peridédica e, para todo s € IR,
a@(s) e a(s) sao pontos antipodas. Antes de continuarmos a de-
monstracao do teorema, necessitaremos de seguinte resultado:

Lema 2.2 Com a notacao acima, & € uma reparametrizacao
positiva de &, isto €, existe uma funcdo diferencidvel h : IR — IR,
tal que

a(s) =aoh(s), Vs € R.
A fungdo h é tal que h(s + L) = h(s) + L, para todo s € IR, e
sua derivada € estritamente positiva em todos os pontos.

Prova do lema. Seja h a funcao, dada por h(s) = ¢! (p(s)+).
Temos que h é diferencidavel, e sua derivada é positiva. Além
disso,

poh(s)=p(s)+ .
Observe que po h(s) = o p (p(s)+m) = p(s) + m. Portanto,
se T é a indicatriz tangente de a, temos que

T(h(s)) = (cos(¢ o h(s)), sen (o h(s))
= (cos(p(s) + ), sen (p(s) + )
= (—cos(p(s)), —sen (p(s)) = =T'(s).
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Entao T o h(s) = —T(s) e, portanto, a(s) e a(h(s)) sao pontos
antipodas. Assim
a(s) = a(h(s)). O

Vamos concluir a prova do Teorema 2.7. Pelo lema anterior,
a(s) + LoN(s) = a(h(s)).
Derivando essa expressao, obtemos
T(s) + LoN'(s) = T(h(s))h'(s).
Pela equacgao (1.8),
T(s) —Lok(s)T(s) = T(h(s))h'(s).
Visto que T'(h(s)) = —=T(s), temos
(1 —k(s)Lo+ K (s)T'(s) =0,

0 que acarreta

h'(s) = k(s)Lg — 1.

Usando as propriedades da funcao h e o fato de que o indice
de rotacao de « é igual a 1, temos que

L= h(L) — h(0) = /O B (s) ds /0 (k(s)Lo — 1) ds

= Lo (/OLk(s) ds) — L =2nLo— L.

L = wLy. U

Portanto
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2.4 Comprimento e Area de Curvas
Convexas

Nesta secao, vamos determinar expressoes para medir o com-
primento de uma curva estritamente convexa, bem como para a
area da regiao limitada por essa curva. Esses resultados serao
conseqiiéncia de escrevermos a curva usando coordenadas po-
lares tangenciais. Seja C' o trago de uma curva regular, fechada,
convexa e positivamente orientada em IR?. Seja O um ponto na
regido limitada por C, e escolha o sistema de coordenadas de IR?
de modo que a origem seja o ponto O. Seja P = (z,y) um ponto
sobre C, e seja rp a reta tangente a curva C' em P. Considere
0(P) o angulo que a reta np, perpendicular a rp e passando por
O, faz com o semi-eixo positivo do eixo Ox. Defina p(f) como
a projecao orientada P sobre np. Se N(P) é o campo normal e
unitario a curva C, a projecao o é dada por

o(0) = (P, =N(P)).

A fungao p é também conhecida por funcao suporte de C'.

P=(z,y)

\
v
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Vamos descrever a curva C, usando # como parametro. Para
obtermos (z,y) como fungdo de 6, observemos que qualquer
ponto sobre a reta r, possui a mesma projecao sobre n,. Logo
P = (x,y) satisfaz

0(0) = xcosf + ysenb.

Derivando essa equacao em relacao a # e usando que r, e n, sao
perpendiculares, obtemos

0'(0) = —xsen + 2’ cos + ycosf + y' sen

= —xsenf + ycosb.

Portanto

{ z(0) = o(0)cost — ¢'(0)send (2.6)

y(@) = o(0)send + o' (0) cos .

Das expressoes acima, segue-se que, dados 6 e p, podemos
determinar (z,y) € C, e, reciprocamente, as equagoes em (2.6)
também determinam, de modo tnico, 6 e ¢ em funcao de (z,y).

Definicao 2.5 O par (0,0(0)) é chamado de coordenadas po-
lares tangenciais de C'.

Vamos agora obter as expressoes para o comprimento de arco e
para curvatura de C' em fungao de . Inicialmente, derivando as
equagoes (2.6),

{ 2'(0) = —[o(0) + 0"(0)] sen b,
y'(0) = [o(0) + 0"(0)] cos .

Seja s a funcao comprimento de arco de C' a partir de um ponto
Py, € C. Entao s é uma funcao mondtona crescente de ¢, 0 <
0 < 27, e, por conseguinte, invertivel. Seja 0(s) a expressao de
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f como funcao de s. Seja ¢ uma determinagao diferenciavel do
angulo que (2/(s),y(s)) faz com o vetor (1,0). Entao

Assim "
P () = ¢/(s) = k(s),

onde k é a curvatura de C'. Logo

1 _ds
R

0)+ 0" () > 0. (2.7)

Portanto, em termos da fungao suporte, a curvatura de C' é

b
o(0) + ¢"(0)

Se L denota o comprimento de C,

L 2w
L—/ ds—/ 95 gy

=A%mw+dwwwzl%mmw.

Assim provamos o seguinte resultado:

k(0) =

Teorema 2.8 (Formula de Cauchy) O comprimento L de uma
curva fechada, reqular, simples e estritamente convexa C' é dado
por

27
L= [ o),
0

onde 0 € a funcao suporte de C.
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Seja A a area da regiao limitada pela curva C'. Para estimar
o valor de A, vamos considerar triangulos com um vértice na
origem e o lado oposto a esse vértice, sobre a reta tangente a C'
em P, tendo comprimento ds, conforme a figura a seguir.

Observe que a altura relativa ao vértice (0,0) é (). Portanto a
area de cada um desses triangulos é

1
§Q(Q)ds.

Usando as idéias do Célculo Diferencial, passando ao limite quan-
do ds tende a zero, obtemos

A= %/CQ(H(S)) ds.

Utilizando a equagao (2.7), obtemos

1

A= / " o(6)[0(0) + o'(0)) db. (2.8)

Porém, integrando por partes, temos que

/0 " 0(0)"(6) d6 = [o(6)0(6)) / (@(0) db
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Provamos, entao, o seguinte resultado:

Teorema 2.9 (Fdérmula de Blaschke) A drea A da regido li-
mitada por uma curva fechada, reqular, simples e estritamente
convexa C' € dada por

onde 0 € a func¢ao suporte de C.

O préximo resultado ira nos dar estimativas do comprimento
L e da drea A em funcao dos valores maximo e minimo da cur-
vatura de C.

Teorema 2.10 Seja C' uma curva fechada, reqular e estrita-
mente convexa. Sejam L o comprimento de C' e A a drea da
regiao limitada por C'. Entao

s s
<A< =,
ki = Tk

onde k1 € o valor mdximo e ky € o valor minimo da curvatura

de C'.
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Prova. Por (2.7),

2 2 27
< 0) do < —,
W _/0 o(f) do < i

0 que acarreta

o<
L T )

Por outro lado, novamente por (2.7) e (2.8),

1 2w 1 2w
- g@wgms—/gww
kl 0 k2 0

Porém, como

obtemos
T A< s
2 == 70 O
ki k3
Como consequiéncia imediata desse teorema, temos o seguinte
resultado:

Corolario 2.4 O comprimento (respectivamente, a drea) de
uma curva fechada, regular, simples e estritamente convexa esta
entre o comprimento (respectivamente, a drea) dos circulos os-
culadores de C' com maior e menor raio de curvatura.




112 Curvas Convexas

Vamos encerrar esta se¢ao, com uma caracterizagao das cur-
vas de maior comprimento dentre as curvas convexas de diametro

fixado.

Teorema 2.11 (A. Rosenthal e O. Szasz-[RS]) Dentre todas as
curvas convezas, fechadas, requlares, simples e com diametro D,
as curvas de largura constante possuem o maior comprimento.

Prova. Seja C uma curva fechada, convexa e de comprimento L,
dada, em coordenadas polares tangenciais, por (6, o(f)). Como
0 é uma funcao periddica de periodo 27, podemos representé-la,
usando Séries de Fourier, por

1 oo
0(0) = 500+ Z(an cosnf + b, sennf),

n=1

onde, usando a Férmula de Cauchy,

ap = 1 /027r 0(0) df = L. (2.9)

™ ™
Por outro lado, a integral em (2.9) pode ser escrita como

/0 " o(6) db = /0 "10(6) + o0+ 7] db.

Portanto -
o=~ [ [00) + o0+ ) db.
0

™

Observe que, para 6 € [0, 7], a largura de C' em relagao ao vetor
unitario que faz angulo 6 com o eixo Oz é dada pela seguinte
expressao:

[0(0) + 0(6 + )].
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Temos, entao, que
[0(0) + 0o(0 +7)] <D, VOe€l0,n]. (2.10)
Logo ag < D e, conseqiientemente, por (2.9),
L <nD. (2.11)

Além disso, a igualdade na equagao anterior ocorre, se e somente
se ocorre a igualdade em (2.10) e, portanto, C' possui largura
constante D.

Como conseqiiéncia da desigualdade (2.11) e da Desigualdade
Isoperimétrica, temos o seguinte resultado de L. Bieberbach [Bi].

Proposicao 2.8 Seja C uma curva de Jordan, estritamente conveza
e reqular. Seja D o diametro de C e A a drea da regiago limitada
por C. Entao

A< iwD? (2.12)

Além disso, a igualdade se verifica em (2.12), se e somente se C
é um circulo.

Prova. Seja L o comprimento de C. Pela desigualdade (?7),
temos que
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Usando (2.11), segue-se que

2 2 12
a0 L
A 47 4
o que conclui a primeira parte do resultado. O caso da igualdade
decorre da classificagao da igualdade de (?77).

2.5 Curvas Paralelas

Considere a : [a,b] — IR® uma curva regular, fechada e
simples. Seja N o campo normal e unitario ao longo de o que
aponta para fora da regiao limitada pelo traco de a. Dado ¢ € IR,
a curva paralela a curva a ¢ a curva o, definida por

ac(t) =a(t) +(N(t), te]a,b].

Vamos provar que, se « é uma curva estritamente convexa, entao
a¢ € uma curva regular, fechada e estritamente convexa, para
todo ¢ > 0. De fato, se (6,0(f)) sdo as coordenadas polares
tangenciais de «, entao a funcao suporte o de o ¢ dada por

oc(0) = o(0) + ¢.

Assim o raio de curvatura p; de a¢ é determinado por

pc(0) = p(0) + ¢,

onde p ¢ o raio de curvatura de o. Portanto a¢ € periddica e sua
curvatura ¢ estritamente positiva e, portanto, a¢ é uma curva
fechada e estritamente convexa.

Sejam L. e A¢, respectivamente, o comprimento de o, e
a drea da regiao limitada pelo traco da curva a;. Usando as
formulas de Cauchy e Blaschke, obtemos

Le=L+2n (2.13)
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Ac = A+ (L + 2T, (2.14)

onde L e A sao, respectivamente, o comprimento de « e a area da
regido limitada por a.. As equagoes (2.13) e (2.14) sao conhecidas
como Férmulas de Steiner para curvas paralelas a uma curva
fechada e convexa.
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