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Resumo. As nog¢des de prova e raciocinio sempre estiveram intimamente ligadas; pois é complexo ima-
ginar demonstrar uma proposi¢do sem usar um encadeamento 16gico de ideias. Mas, quer provemos ou
raciocinemos, € preciso lembrar que, além da linguagem natural e de seus meios de expressao, existem
outras maneiras de apresentar uma prova. Nesse contexto, o presente artigo tem por objetivo apresentar
possibilidades de utilizar animagdes, realizadas com o software GeoGebra, para ilustrar demonstragdes
das desigualdades que envolvem as médias harmdnica, aritmética, geométrica e quadrética. Para tanto,
realizamos uma discussdo sobre o conceito de prova, apresentamos, via animagdes de provas sem pala-
vras os resultados referentes as médias. Neste estudo, foram criadas animagdes a partir de transformacdes
geométricas e iniciadas por meio de um controle deslizante, o que poderd permitir aos professores que
fornecam exemplos claros para apoiar suas conclusdes ou fornecem aos alunos contraexemplos ou de-
generacdes. Assim, esperamos que esse trabalho possa levar discussdes sobre a valorizagdo do uso de
recursos computacionais no auxilio da compreensao dos resultados matematicos acima elencados.

Palavras-chaves: Provas sem palavras. Desigualdade das médias. Animacdes. Geogebra.

A DYNAMIC INVESTIGATION ON THE DEMONSTRATIONS
INEQUALITIES OF MEANS

Abstract. The notions of proof and reasoning have always been intimately connected; because it is
complex to imagine demonstrating a proposition without using a logical chain of ideas. But, whether we
prove or reason, it must be remember that, in addition to natural language and its means of expression,
there are other ways of presenting proof. In this context, this article aims to present possibilities of using
animations, created with the GeoGebra software, to illustrate demonstrations of inequalities involving
harmonic, arithmetic, geometric and quadratic means. For that, we held a discussion on the concept of
proof, we presented, via proof without words animations, the results referring to the means. In this study,
animations were created from geometric transformations and initiated using a slider, which could allow
teachers to provide clear examples to support their conclusions or provide students with counterexamples
or degenerations. Therefore, we hope that this work can lead to discussions about valuing the use of
computational resources to help understand the mathematical results listed above.

Keywords: Proof without words. Inequality of means. Animations. Geogebra.

1 INTRODUQAO entre criancgas e adolescentes, muitas vezes utiliza-se do
argumento sobre a estética e a beleza dessa drea do co-

Com o objetivo de divulgar e mostrar que a Mate-  nhecimento. Alids, algumas pesquisas em Matemética
madtica é um campo fértil para pesquisas, especialmente  (Ghys, |2015) ou em Educagéo Matemitica (Cardoso;
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Paulo; Dalcin, [2014; Ruiz, 2002) preocupam-se com
essa abordagem. Por exemplo, ao discutir as expressoes
do senso estético da Matematica, Ruiz| (2002] p. 288)
pondera que “o matematico ¢ um desenhista de ideias
e a beleza € um dos critérios pelos quais os desenhos
podem ser julgados”.

Na tentativa de definir a beleza matematica, |Ghys
(2015 p. 7) aponta que “na matemdtica, o belo, o
util, € o que pode ser usado em muitas ocasides dife-
rentes, € uma ideia que € a0 mesmo tempo simples e
que serve vdrios propésitos, que nos dd a possibilidade
de um entendimento global de muitas coisas no mesmo
momento”. Esse autor discute a beleza nas provas de
teoremas, permeando diversas dreas que fazem parte
da Matemadtica. Observa-se que essa discussdo sobre
beleza matemadtica e demonstracdes, surge também em
(Aharoni, [2014) ao realizar uma analogia entre provas
e poesias:

(...) em matematica hd um consenso praticamente una-
nime sobre o que torna um argumento belo. Quase to-
dos os matemadticos concordariam que uma ideia mate-
madtica € bela se revelar alguma estrutura interna surpre-
endente. Tais ideias parecem surgir do nada e lancar luz
sobre as coisas. Essa aparéncia geralmente é repentina,
muito rdpida para nosso eu consciente analisar ou absor-
ver completamente instantaneamente, nossa compreen-
sdo analitica fica atrds da compreensdo subliminar. (Aha-
roni} 2014 p. 2).

Esse autor apresenta as caracteristicas do que ele
identifica como uma bela prova e, além disso, ressalta
que uma demonstragdo para ser bela, precisa conter al-
guns parametros: ser curta, inesperada, agregar conhe-
cimento e ser aplicdvel a outros problemas. De acordo
com essas ideias, um senso de beleza na Matematica
¢ o resultado de nossa resposta imediata e inconsci-
ente a uma estrutura oculta. Nesse sentido, [Stupel e
Ben-Chaim| (2013)) enfatizam a importancia do conhe-
cimento matemadtico e da capacidade de usar diversas
estratégias, para determinar diferentes métodos de solu-
¢do para uma mesma tarefa ou para a demonstracio de
um teorema. De fato, conforme os autores, a existéncia
de tais solugdes ndo apenas demonstra aos alunos a be-
leza e a estética da Matemdtica, mas também aprimora
a compreensdo matemdtica dos alunos apresentando di-
ferentes pontos de vista, incluindo o uso de software de
matemadtica dinAmica (SMD).

Pensando o quanto um SMD pode auxiliar na com-
preensdo da demostracdo de um teorema, pesquisas re-
alizadas por |Oxman e Stupel (2016), Stupel, Sigler e
Jahangiri| (2019) apresentam possibilidades de usar es-
sas ferramentas para construir provas. Tais possibilida-
des sdo amparadas na capacidade que os referidos am-
bientes possuem de envolver os alunos na investigagao

de propriedades matematicas, por meio do engajamento
dindmico e das animagdes. Segundo esses autores, por
meio desses processos, € possivel ndo sé explorar pro-
priedades de um determinado objeto, mas formar con-
jecturas e hipéteses relativas as caracteristicas adicio-
nais.

As animacdes também sdo citadas por [Summer-
mann, Sommerhoff e Rott| (2021}, p. 438) que as uti-
lizam para apoiar “a construcio de provas matematicas
nas dimensdes de interatividade e formalidade”. Tais
autores afirmam que essas provas nutrem o pensamento
matematico e possibilitam a constru¢do de ambientes de
aprendizagem que nfo se limitam apenas a mostrar ani-
magdes pré-definidas, mas também permitir a interag@o
do usudrio com objetos matemaéticos.

Ao utilizar as tecnologias como aliadas do conhe-
cimento matemadtico a fim de salientar a beleza oculta
em alguns resultados, neste artigo temos por objetivo
apresentar possibilidades de utilizar animacdes, realiza-
das com o0 SMD GeoGebra, para ilustrar demonstragdes
das desigualdades que envolvem as médias harmoénica,
aritmética, geométrica e quadritica.

No que se segue, abordamos alguns aspectos que
entendemos ser importantes sobre provas e argumentos
matematicos, tanto em termos de conceito quanto de
suas aplicabilidades em situagdes de ensino.

2 REFERENCIAL TEORICO

As provas ou demonstragdes de teoremas sio elemen-
tos fundamentais na Matemdtica, tanto em relacdo as
pesquisas quanto no ensino. No que tange as pesqui-
sas, a prova de um resultado pode na sua devida ex-
tensdo, caracterizar-se como uma tese de doutoramento,
por exemplo. E, no tocante as atividades de ensino, cul-
mina como o fechamento de uma série de argumentos,
dedicados a convencer os estudantes que determinado
resultado matematico é vélido.

Nos ultimos anos, algumas pesquisas em Educacao
Matemaética vem sendo realizadas no intuito de classi-
ficar as provas em diferentes categorias e caracteriza-
las. Hanna et al.| (2009) cita os tipos de prova deter-
minadas por suas propriedades matemadticas ou légicas,
como, por exemplo, técnicas especificas - como a prova
por exaustdo, prova por indu¢do matematica, prova por
contradi¢do ou provas de tipos especificos - provas de
existéncia, tanto construtivas como nao construtivas.

Porém, o que de fato é considerado em uma de-
monstracdo em Matemadtica? Parte da resposta a esse
questionamento ¢ dada em Hanna et al.|(2009), ao con-
siderar que em uma prova deve-se especificar clara-
mente as suposi¢cdes feitas e fornecer um argumento
apropriado e apoiado em raciocinio valido para tirar as
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conclusdes necessdrias. Além disso, [Stylianides| (2009)
discute o conceito de demonstrag¢@o ao pontuar que uma
prova:

(...)envolve explorar relagdes matemadticas para identifi-
car e organizar fatos significativos em padrdes significa-
tivos, usando os padrdes para formular conjecturas, tes-
tando as conjecturas contra novas evidéncias e revisando
as conjecturas para formular novas conjecturas que este-
jam de acordo com a evidéncia e fornecendo argumentos
informais que demonstram a viabilidade das conjecturas
(Stylianides} [2009 p. 258).

Uma defini¢do precisa do conceito de prova em Ma-
tematica é dada em |Stylianides| (2007)). Conforme o au-
tor, uma prova é um argumento matematico que contém
uma sequéncia conectada de afirmacdes a favor ou con-
tra uma afirmacdo matemadtica, a qual possui trés com-
ponentes bdsicas:

1. O uso de declaragdes aceitas pela comunidade, que sdo
verdadeiras e disponiveis sem justificativa adicional; 2.
O emprego de formas de raciocinio (modos de argumen-
tacdo) que sao validas e conhecidas ou estdo ao alcance
conceitual da comunidade envolvida; 3. A comunicagido
com formas de expressdo (modos de representagio argu-
mentativa) que sdo apropriadas e conhecidas ou estdo no
alcance conceitual da comunidade envolvida. |Stylianides
(2007, p. 291).

A Figura [I] ilustra exemplos de cada um dos trés
componentes de um argumento matematico, menciona-
dos na defini¢do dada por|Stylianides| (2007)).

Em particular, pensando na sala de aula de Matemd-
tica,Dreyfus, Nardi e Leikin|(2012) pontuam que existe
a necessidade de observar esses trés componentes basi-
cos. Nesse sentido, esses autores referem-se a aspectos
que influenciam a aparéncia de uma demonstracdo e a
maneira como essas provas podem ser concebidas por
alunos e professores, que necessitam trabalhar com a
compreensdo ou produgdo de provas. Os aspectos cita-
dos em |Dreyfus, Nardi e Leikin (2012) incluem: dife-
rentes argumentacdes, graus de detalhamento e diferen-
tes representacoes.

Fazendo um paralelo ao exposto por |Stylianides
(2007), quanto as diferentes argumentagdes, |Dreyfus,
Nardi e Leikin (2012) pontuam que existem diversos
modos de argumentacio, e exemplificam que esses po-
dem ser modos de argumentagdo indutivos baseados em
exemplos, genéricos baseados em exemplos e gerais.
Observa-se que quanto aos diferentes graus de detalha-
mento, Dreyfus, Nardi e Leikin| (2012)) abordam o ri-
gor matemadtico, em que ao olhar de Stylianides| (2007)
incluem o conjunto de declaracdes aceitas, ou seja, os
diferentes graus de apontamento de pressupostos, seja
em termos de primeiros principios ou de declaragdes
previamente comprovados. No que tange aos modos

de representacdo argumentativa citados por [Stylianides
(2007) sdo exatamente as diferentes representagdes ci-
tadas por |Dreyfus, Nardi e Leikin| (2012)), que as exem-
plificam como sendo representagcdes visuais, verbais e
dindmicas. Ao fazer uma correspondéncia com as com-
ponentes ou aspectos elencados pelas pesquisas cita-
das, percebe-se claramente que uma demonstracao en-
volve pensar sobre novas situa¢des, focando em aspec-
tos significativos, usando conhecimentos j4 adquiridos
para conectar ideias. Para construir uma prova existe
a necessidade de considerar relagdes, fazer conjecturas,
usar defini¢des conforme necessario e construir um ar-
gumento valido (Tall et al., [2012).

Com relagdo as finalidades de uma demonstracao,
Hannal (2000) considera a gama de funcdes que as pro-
vas desempenham na pritica matematica. Conforme a
autora, os matemdticos claramente esperam mais uma
prova do que uma justificativa, ou seja, uma demonstra-
¢do precisa auxiliar na compreensio do resultado que
estd sendo provado. A demonstragdo precisa fazer per-
ceber ndo apenas que o teorema ¢ verdadeiro, mas tam-
bém por que é vdlido. As provas que "provam"sdo aque-
las que verificam um teorema, ou seja, que convencem
de que tal afirmacdo € verdadeira. As provas que "ex-
plicam” sdo aquelas que mostram porque um teorema
ou afirmag@o é verdadeira Hanna|(1989).

Na escola bésica, deveria ser natural perceber uma
demonstragdo em primeiro lugar como explicacio e,
consequentemente, valorizar aquelas que auxiliam o
professor a explanar os resultados a serem demonstra-
dos. Nesse sentido, concordando com [Larios-Osorio e
Acufia-Soto| (2009), os softwares podem fornecer aos
alunos ferramentas para expressar provas ou respostas,
pois é um mediador que influencia a construcéo do co-
nhecimento, incluindo linguagem e argumentagao.

Em particular, Mathias, Silva e Leivas| (2019) e
Alencar et al.| (202 1) utilizam o software GeoGebra para
construir animagdes que ilustram exemplos de provas
sem palavras (PSP) de alguns resultados geométricos.
Alsina e Nelsen|(2012), definem essas provas como es-
quemas ou imagens que auxiliam a compreender por
que uma afirmagdo matemadtica pode ser verdadeira, e a
perceber como iniciar a demonstrar que tal afirmacao é
védlida. Ou seja, pode-se assumir que uma pessoa que
possui o conhecimento matemético adequado, visuali-
zard a PSP, entenderd o que foi feito e serd capaz de
justificar cada etapa da prova.

Brown| (2010) indica que uma PSP é uma prova vi-
sual elegante (geralmente simples e breve) de um resul-
tado cuja demonstrag@o usa um conjunto de declaragdes
aceitas, conforme definido por [Stylianides| (2007). Em
muitos casos, as PSP sdo belas analogias geométricas
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Figura 1: Exemplos de trés componentes de um argumento matematico mencionado na definicdo de prova.

Definicoes
Axiomas
Conjuntq_de Teoremas
declaracoes
aceitas
Aplicagao de regras logicas
Uso de definicoes para derivar
declaragoes gerais
COMPONENTES Enumeracgao sistematica de todos
0s casos para gual um enunciado e
n E UM Modos de reduzido (caso de numero finito
ARGU M ENTO argumentacao Construcao de contra-exemplos
MATEMATICO Desenvolvimento de um raciocinio
que leva a uma contradicao
Linguistica (por exemplo, linguagem oral
Modos de Fisica
representac_ao Diagramatica /pictorica
argumentativa

Tabular

Simbolica/algebrica

Fonte: Adaptado de|Stylianides (2007} p. 292)

em que a veracidade do resultado é percebido em um

tinico olhar (Alencar et al., [2019). Porém,
latnik e SchwarZ] (2022) enfatizam que as PSP sugerem

implicitamente argumentos sem indicar a ordem entre
eles, enquanto uma demonstragdo, os argumentos sao
declarados de forma explicita e linear. Nesse artigo, ndao
entraremos no mérito se as PSP sdo ou ndo aceitas no
meio académico como demonstragdes, visto que a ex-
periéncia didatica faz perceber que quando a ilustragio
para um determinado resultado é apresentado, o nivel
de dificuldade do entendimento por parte dos alunos di-
minui consideravelmente.

Assim, no que se segue, dedica-se a apresentar re-
sultados que poderdo ser utilizados em sala de aula,
acompanhados de uma PSP, seguida de uma explicag@o.

3 AS DESIGUALDADES E AS DEMONSTRA-
COES

Antes de apresentar exemplos de PSP que envolvem
as desigualdades das médias, existe a necessidade de
conceituar média. Assim, conforme (2009), um
nimero m ¢ uma média de um conjunto finito de ni-
meros positivos ndo nulos, se todos os nimeros desse
conjunto forem substituidos por m, uma certa peculiari-
dade, por exemplo, soma ou produto dos nimeros, serd

mantida. Um exemplo muito conhecido é a média arit-
mética, a qual é muito utilizada em estatistica, princi-
palmente na educacio bdasica. Entdo, se ao substituir os
ndmeros (positivos ndo nulos) por m, e a soma for man-
tida, diz-se que m € a média aritmética desse conjunto
de nimeros. Caso mantenha o produto, diz-se que m
é a média geométrica, se mantém a soma dos inversos,
m € a média harmonica e se mantém a soma dos qua-

drados, m é a média quadratica 2009). Assim,
considerando
ay,az,...,a,;1, €ay

nldmeros reais positivos, as quantidades
V(a)(a2) - . . (an)

ayt+ay+...+ay
n

n (a1)2 + ((12)2 +...+ ((Jtn)2
n

n

@)+ @)+ ()
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sdo chamadas, respectivamente, de média geométrica
(MG), média aritmética (MA), média quadratica (MQ)
e média harmonica (MH) dos nimeros

ai,i=1,2,...,n

As anteriormente se relacionam
por uma relagdo de desigualdade. No que segue se-
rdo enunciadas tais desigualdades, considerando apenas
dois niimeros a e b, pois o objetivo principal € apresen-
tar as PSP de tais desigualdades envolvendo suas in-
terpretagdes geométricas. Tais PSP sdo descritas, con-
forme o que aponta Dreyfus, Nardi e Leikin| (2012),
relativo as diferentes argumentacdes e representagdes.
Sobre as provas ditas usuais, para os resultados listados
a seguir, essas podem ser encontradas em Rigodanzo
(2016).

O primeiro resultado diz respeito a MQ e MA, que
se relacionam por meio da desigualdade enunciada a
seguir.

Teorema 1:
tem-se

Dados a e b ndmeros reais positivos,

a2 +b? a+b
_ >
2 2

Uma PSP para esse Teorema é baseada em Nelsen
(2015), e ilustrado na Figura[2|

Figura 2: Desigualdade entre MQ e MAP_]

<
.
b,

I
|
Ve
|
|
1

a b
2

B3|

Fonte: Sistematizado pelos autores.

Nesse caso, o resultado € obtido ao perceber que da-
dos dois quadrados de lados a e b , a soma da metade
dos lados dos quadrados é menor que o comprimento da
hipotenusa do tridngulo retdngulo, cujos catetos medem
a metade das diagonais dos quadrados. Ou seja,

a+b a +b?

[NSRIN

(NSRS
\®)
\®)

O segundo resultado (Teorema [2) relaciona a MA e
MG.

Teorema 2: Sejam a e b nimeros reais positivos
em que a < b, entdo

Uma PSP para esse Teorema € a construcio ilustrada na
FiguraE], baseada em |[Nelsen| (2015)), supondo a < b.

z

Observa-se que o resultado é obtido comparando
areas de regides planares. A soma das areas de dois tri-
angulos retangulos isésceles de lados iguais \/a e Vb
é maior que a drea do retingulo de lados \/a e v/b

Em Eves (2003) é apresentada uma PSP que relaci-
ona as médias geométrica e harmonica. Nesse caso, ao
invés de utilizar tridngulos e quadrados (como fizemos
nas desigualdades anteriores), o autor utiliza-se de
uma relagdo existente nos trapézios. Tal resultado estd
enunciado a seguir.

Teorema 3: Dados a e b nimeros reais positivos
ndo nulos, tem-se

2
Vab> — %
= la+ b

Assim, considerando ABCD um trapézio em que
a base menor AB possui medida a e a base maior CD
possui medida b, é possivel construir um segmento
PQ de medida c paralelo as bases que determina dois
trapézios semelhantes ABPQ e PQCD. A Figura [4
ilustra o processo de construgdo.

'Animagio  disponivel em |<https://www.geogebra.org/m/ 2Animagdo  disponivel em |<https:/www.geogebra.org/m/
xrtc3kwd> hcuebrkg>
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Figura 3: Desigualdade entre MA e M(ﬂ

a5 a+b

Fonte: Sistematizado pelos autores.

Figura 4: Processo de construcio

o

e :
- H -~

Fonte: Sistematizado pelos autores.

Como os dois trapézios criados sdo semelhantesE|
, a razdo entre a base menor do trapézio superior e a
base menor do trapézio inferior serd igual a razdo en-
tre a base maior do trapézio superior e a base maior do
trapézio inferior. Assim, como a base menor mede a,
a base maior mede b, e o segmento PQ mede c, tem-se
que ¢ = 7, ou seja, ¢ é a média geométricade a e b. E,
considerando o mesmo trapézio ABCD, as duas diago-
nais se cruzam no ponto M. O segmento EF formado
pela reta paralela as bases e que passa por M é a média
harmoénica de a e b (Figura[3). Ou seja

2
Va+1/b

Essa afirmac¢do pode ser comprovada via seme-
lhanca de tridngulos e uma forma de fazé-lo estd des-

|IEFl =

Figura 5: Média Harmonica

1]

b

Fonte: Sistematizado pelos autores.

crita em [Nery| (2009). Assim como ilustra a Figura[6]

2
Vab> — %
= Ta+ b

Usando os Teoremas|I] 2]e[3] é possivel concluir um
Teorema classico, a saber:
Teorema 4: (Desigualdade das Médias). Para toda

colecdo de nimeros reais positivos aj, as, . . . ,d,_1 € dn
verificam-se as seguintes desigualdades: MH > MG >

MA > MQ
MH > MG > MA > MQ Além disso, em cada caso a
igualdade ocorre se, e somente se, a; =ay = ... = dy.

Novamente, considerando-se apenas dois nimeros
a e b, uma PSP para a desigualdade quadritica -
aritmética-geométrica-harmonica é a ilustrada na Fi-

gura[7]

3Em geometria, duas formas sdo ditas semelhantes se a razio entre 4Animacgio  disponivel em |<https://www.geogebra.org/m/
seus lados correspondentes for igual. dgsapds4>
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Figura 6: Desigualdade entre MG e MH

b -

Fonte: Sistematizado pelos autores.

Essa PSP € baseada em (Gallant, [1977) e utiliza a
geometria do tridngulo retingulo inscrito num semicir-
culo de diametro a+b. Nesse semicirculo sdo construi-
dos segmentos que representam cada uma das médias.
Assim, observa-se que o raio do referido semicirculo é

@ Jz' b), justamente a MA de a e b, conforme ilustra a

Figural§]

A MQ € a hipotenusa do tridngulo retangulo no qual
um dos catetos € o raio do semicirculo (exatamente a
MA construida anteriormente). Observa-se que dessa
forma, a MQ sempre serd maior que a MA (um dos ca-
tetos), conforme ilustra a FiguraE[

A MG é€ construida como o comprimento da perpen-
dicular ao didmetro do semicirculo, tracada a partir do
ponto de interse¢do dos segmentos de medidas a e b,
conforme ilustra a Figura[T0]

A Figura|[TT]ilustra que essa medida (MG) néo serd
maior que o raio do circulo (MA).

Para determinar a MH usando tridngulo retangulo
inscrito em um semicirculo, utiliza-se o tridngulo re-
tangulo que possui o raio (MA) como a hipotenusa e o
segmento equivalente a MG como um dos catetos. E,
nesse triangulo, que denominamos ABC, tracamos a al-
tura AP, conforme ilustra a Figura@

Observa-se que os tridngulos ABC e APC sdo seme-
lIhantes, pois possuem dois angulos em comum. Assim,
temos que % = %, ou seja,

ob o /ab

mento CP (cateto), que é a MH ndo serd maior que a
MG.

Dessa forma, mostra-se que MQ > MA > MG >
MH. Salienta-se que se a # b, entdo todas as desigual-
dades sdo estritas, uma vez que a hipotenusa de um tri-

«««axa00 Angulo retngulo € estritamente maior que um cateto.

Se a = b, entdo, teremos todas as quantidades iguais a
a ou b, ou seja, quando todos os comprimentos forem
o raio do semicirculo. Ainda sobre a desigualdade das
médias (Teorema E[), Nelsen (1989) ilustra, via trés ima-
gens (Figura@- A, B e C) e utilizando drea de quadra-
dos, uma PSP que prova tal desigualdade,

Assim, utilizando o SMD GeoGebra, foram cons-
truidas 3 animacdes distintas, que poderdo auxiliar na
compreensdo dos modos de argumentagdo representa-
tiva (Stylianides, [2007, p. 292) da PSP dada em Nelsen
(1989).

A primeira construgdo ( Figura[T4), refere-se a PSP
que envolve MQ e MA ilustrada na Figura[T3]- A.

Na PSP compara-se a soma das dreas dos quadrados
de lados medindo a e b com a drea do quadrado de lado
medindo a + b Nesse processo, observa-se que

2(a® +b?) > (a + b)?

€ consequentemente,

a? + b? a+b
>
2 - 2

A Figura[I3]- B ilustra uma PSP que relaciona MA
e MG e foi desenvolvida uma animag¢do usando o Geo-
Gebra que a representa (Figura[T3))

Nesse caso, foi construido um tridngulo retdngulo
cujas medidas dos catetos sdo /a e v/b Em seguida,
sdo feitas trés copias do tridngulo retangulo e posicio-
nados de modo que as hipotenusas sejam os lados de um
quadrado, cuja drea é a + b. Ao comparar a drea qua-
drado de lado medindo v/a + b com as areas dos quatro
triangulos construidos, tem-se que

(\/a+b)2=a+bz4‘/z’2\/l;=2\/a?

E, portanto

a+b2\/%

vV ab B CP 2
Isso implica que A PSP ilustrada na Figura [I3] - C compara MG e
) MH. A construcio realizada no GeoGebra inicia-se por
P = m SAnimagdo  disponivel em |<https://www.geogebra.org/m/

R R zfvrdacu>
E, como no tridngulo retingulo APC, o segmento ®Animacdo disponivel em <https://www.geogebra.org/m/
AC (hipotenusa) representa a MG, tem-se que o seg-  [nwwrrkab>
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Figura 7: Desigualdade das médiasEl

Fonte: Sistematizado pelos autores.

Figura 8: Representacio da MA

* —0
a b

Fonte: Sistematizado pelos autores.

A . a b .
um retangulo, cujos lados medem @+b) € @eh) (Fi-
gura[16).

De modo andlogo a PSP anterior, sdo construidos
outros trés retangulos congruentes ao primeiro e posi-
cionados de maneira a formar um quadrado cujo lado

a b _ . » .
1/nede a5 Yo = 1, cuja area/vale uma unidade de
area. Dessa forma, ao comparar a drea do quadrado com

as areas dos retdngulos, tem-se que

ab
>4——
(a+b)
e, portanto,
2
ab
ab > —_—
- <a+b>
e, logo,
2ab
vab >
a+b
7Animagdo  disponivel em |<https://www.geogebra.org/m/

h4wdd9gp>

Figura 9: Desigualdade entre MA e MQ

Fonte: Sistematizado pelos autores.

Observa-se que as trés desigualdades destacadas
mostram a desigualdade das médias (Teorema ).

4 CONSIDERAGOES FINAIS

Esse artigo teve como objetivo apresentar possibili-
dades de utilizar animacdes, realizadas com o SMD Ge-
0Gebra, para ilustrar demonstracdes das desigualdades
que envolvem as médias harmdnica, aritmética, geomé-
trica e quadrética. Assim, para obter subsidios tedricos,
os autores recorreram a literatura existente na qual fi-
cou evidenciada que a nocdo de prova tem sido um as-
sunto de pesquisa importante e atual, tanto na Matema-
tica quanto na Educagcdo Matematica (Dreyfus; Nardi;
Leikin, 20125 Gallant, |1977;Hanna), | 2000; Hanna et al.,
2009; (Oxman; Stupell 2016). Alids, nossa investigagdo
¢ sustentada aproveitando-se dessa ideia de sobreposi-
¢do das demonstragdes nos diversos campos matemati-
cos, em que ressaltamos o estudo das desigualdades das
médias, apresentando os resultados referentes as médias
aritmética, geométrica, quadratica e harmdnica.

Destacamos que um ponto importante e fundamente
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Figura 10: Representaciao da MG

Fonte: Sistematizado pelos autores.

Figura 11: Desigualdade entre MG e MA

Fonte: Sistematizado pelos autores.

Figura 12: Representacdo da MH

Fonte: Sistematizado pelos autores.

neste trabalho é o reconhecimento das animac¢des como
possiveis facilitadores as demonstracdes, que, possivel-
mente, implicard em uma ampla abertura sobre os di-
ferentes caminhos que as provas podem ter no cotidi-
ano escolar. Em particular, as desigualdades das mé-
dias s3o um pequeno recorte de pesquisas que os au-
tores vem realizando sobre esse tipo de recurso e suas

possiveis implicagdes do uso desses nos ambientes es-
colares. Observa-se também que incialmente o artigo
descreve a beleza contida nas demonstragdes, citando
A |Aharoni| (2014) - que apresenta atributos do que de-
nomina de uma bela demonstracdo. De fato, apresenta-
mos maneiras distintas de provar o mesmo resultado por
perspectivas diferentes que se utilizam de situagdes ge-
ométricas, mas que trazem concepgdes completamente
distintas e inusitadas. Os exemplos descritos no ar-
tigo, assim como defende [Hanna et al.| (2009), foram
construidos usando um SMD o que altera fundamen-
talmente a ideia do que é um objeto geométrico. Um
SMD pode servir como um ambiente para fazer conjec-
turas sobre objetos geométricos e, assim, como o que
foi realizado nas animagdes, levar a situacdes gerado-
ras de provas. E, tais ambientes podem desempenhar
o papel de mediador na transi¢do entre a argumentacao
e a prova (Hanna et al.| |2009) por meio das animagdes
construidas. No caso dessa pesquisa, as animagdes fo-
ram realizadas utilizando basicamente transformacdes
geométricas e foram iniciadas via controles deslizan-
tes, que podem possibilitar a abertura de caminhos que
possivelmente sejam significativos para os alunos. Por
exemplo, ao utilizar os controles deslizantes, o pro-
fessor pode apresentar exemplos distintos para apoiar
uma conjectura ou pode auxiliar a apresentar aos alu-
nos alguns contra-exemplos ou degeneracdes. Durante
a pesquisa realizada, concentrou-se os esfor¢cos em bus-
car e construir, além das animacdes, uma explicacdo do
porque as PSP apresentadas demonstram os resultados
enunciados. Tal explicagdo faz-se necessdria, pois nem
sempre as formas de raciocinio ou modos de argumen-
tagcdo, como denonominados em |Stylianides| (2007), sao
imediatamente reconhecidos. Dessa forma, foi possi-
vel apresentar a validade do resultado sobre desigualdes
das médias por duas derivacdes diferentes. Justifica-se,
com isso, que caso o professor venha a fazer uso do ma-
terial aqui desenvolvido, este poderd escolher, depen-
dendo da desenvoltura dos alunos, as oportunidades de
ensino e aprendizagem que lhes sdo oferecidas, apre-
sentar a animacdo seguida da explica¢do ou apenas a
animacao, dando a oportunidade aos alunos de comple-
tarem as lacunas, caso seja necessario.
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