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Abstract. This work presents a computational procedure to represent triangular
parametric surfaces. These surfaces are defined by three boundary curves, and they are
usually used in geometric modeling of engineering real problems. The representation
of triangular surfaces using conventional methods, like NURBS (Non Uniform Rational
B-Splines), is not a trivial task, because the description of the parametric space normally
requires rectangular domains, which cannot be applied to treatment of triangular surfaces.
The procedure proposed in this work is divided into three parts. The first is related to the
surface’s boundary curves discretization and the generation of a triangular elements mesh
that is used for surface representation. The second part uses an algorithm to establish a
discrete parametric space associated to mesh. The last part uses a method to recover
Cartesian coordinates and derivatives values associated with any parametric coordinate
given, assuring a smooth transition in the surface’s parametric space. This procedure is
implemented in C++, using the paradigm of object-oriented programming, which makes
reuse and expansion of computational code easier. To validate the proposed method,
a graphic environment for visualization of curves and surfaces is presented, allowing
interactive object handling.
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1. INTRODUCAO

As curvas e supeidies NURBS Non Uniform Rational B-Splingsao atualmente
o0 padéo da indistria para a representar; design e troca de dados referentes a
objetos georatricos processados por computador. Com essaida,é possével obter
representa@es de curvas e supgries coninuas com um conjunto finito de pontos,
permitindo a recuperap sem perdas de qualquer inforrdaglo modelo mateatico.

Dentre os diversos problemas estudados no campo da ModelagemétBeam
constam as supécies pararatricas. Essas supéries §0 definidas por parametridses
¢: D — R? que mapeiamu,v) — (x'(u,v),z*(u,v), 2*(u,v)), ondeD C R? & um
conjunto aberto denominado espaco patito (Fig. 1).

Dentre as supeidies pararatricas mais utilizadas na modelagem gétioa de
problemas reais de Engenhariggesas supetties triangulares (Fig. 2). Estas apresentam
certas particularidades que dificultam suas modelagens usacwioas convencionais,
como NURBS, e &o caracterizadas por posam tieés curvas de bordo delimitando seu
contorno.

Normalmente, as supécfes pararatricas 80 constridas a partir de um espaco
parangtrico retangular, como ocorre com as NURBS &Porraoé possvel parametrizar
uma supeitie triangular a partir de um [@gulo, pois estes conjuntosam K0
homeomorfos.

Diversas abordagen£m tentando resolver o problema das sup&r$ pararatricas
triangulares. Uma nova defidig para NURBS, chamada NURBS triangular, foi proposta
por Qin e Terzopoulos (1997) e permite a modelagem de sSujgeriusando um espaco
parangtrico arbitario rao retangular.

Uma outra abordagem usada atualmentgpresentada por Floater (1997). Em seu
trabalho, Floater mostra uma maneira de se criar um espaco ga@ndiscreto para
uma supeitie representada por triangulees (supeitie triangulada). Naturalmente, o
espaco paragtrico discreto obtido requer 0 uso de outrostodos para obtefg de um
ponto da supettie, dado um ponto qualquer do espaco pataico.

Este trabalho apresenta um procedimento computacional para repraesed&ac
superfcies pararatricas triangulares. Essas supads &0 obtidas a partir de suas
curvas de bordo. O procedimento utilizagldbaseado emés etapas. A primeira etapa
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Figura 1: Espaco Paratrico e Supeitie Pararatrica.
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Figura 2: Supefitie Pararatrica Triangular.

é respongvel pela discretizé&p das curvas de contorno e gé&ragle uma malha de
elementos triangulares. Com esse i, foi utilizada umaécnica de mapeamento
transfinito proposta por Gordon e Hall (1973). A segunda etapa refeérersago de um
espaco paraétrico discreto para a malha obtida no primeiradulo. Essa etapa se baseia
no trabalho de Floater. A terceira etapaaastiacionado com a recupedacde pontos da
superfcie, e sefio utilizadas duas @las: recuperap usando coordenadas baritricas

e recuperago usando SPRS{uperconvergent Patch Recovefienkiewicz e Zhu (1994)).
Estelltimo conceitcé aplicado em alise nunérica, pelo netodo dos Elementos Finitos
(Bathe, 1982), e foi adaptado para o problema em §oe#t Fig. 3 ilustra os &s passos
do procedimento.

Primeira etapa

Entrada:
3 curvas Geragdo de uma
de contorno Discretizacao das malha triangular
_— 3 curvas de contorno [ [ usando mapeamento
transfinito
\
Terceira etapa
— Segunda etapa
. Recuperagdo usando < g
Saida: =~ || coordenadas baricéntricas Geragdo de um
superﬁcie espaco paramétrico
triangular discreto
. Recuperacao L
usando SPR

Figura 3: Procedimento para ge@agde uma supddie parangtrica triangular.
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E interessante ressaltar que, com o psi de gerar supéddies pararatricas
triangulares, este trabalho Ume quatro procedimentos independentes. As
implementaes computacionais das duas primeiras etagaseXistem, mas &®
utilizadas separadamente com outros objetivos. A originalidade deste trabaho est
na integrago desses procedimentos com o objetivo de gerar Sojesrfpararatricas
triangulares. Aém disso, tamém € original deste trabalho a adagiacda écnica de
recuperago usando SPR.

Finalmente, foi desenvolvida uma biblioteca para modelagem de sipsrf
triangulares, usando a linguagem C++ (Stroustrup, 1991) e a API OpenGL (Shreiner et al.,
2003). Essa biblioteca promove a integraglos tés modulos, tanto com a recupegag
usando coordenadas bantricas como com a recupeaéacusando SPR.

2. MAPEAMENTOS TRANSFINITOS

As tecnicas de mapeamentos transfinitds sma classe deé&todos para estabelecer
sistemas de coordenadas cunalas definidos pelo contorno de daios arbitarios. O
primeiro método associado a ess&ericas foi desenvolvido inicialmente por Gordon
e Hall (1973). Neste trabalho, foram abordadas especificamente asségangulares
limitadas por tés curvas de contorno.

Essas redies triangularesad® obtidas a partir de projetores lineares. Sejame
w 0 sistema de coordenadasatea triangular normalizada, estabelecido sobre o interior
da reg@o, sujeitoa seguinte restrp: v + v + w = 1. Uma regéo triangular fica bem
definida pelo projetor trilinear

S(u,v,w) = 5[(3%5) B) + (7%5) v(1 —v) + (35) Y (w)+
o (1 —u)- (1)

O conceito de projetor utilizado nesse mapeamento fornece uma maneira natural de
se criar uma malha triangular. Oés1da malha gerada@s obtidos pela interse@ag de
isocurvas dessa reg. Naturalmente, essas isocurvas sbtidas fixando-se um dos
pa@metrosu, v ouw. Desse modo, as rdgs triangulares delimitadas por essas curvas
seRo justamente os elementos triangulares da malha.

A implementa@o dessa etapa usa um algoritmo (Miranda e Martha, 2000) que recebe
como entrada uma amostra do contorno e a quantidadie pontos que cada lado do
contorno possui. A estrutura de dados conta com um vetor que armazena 0s pontos da
malha e um vetor que armazena sequencialniadtees dos pontos, de modo que, a cada
trésindices, um ti@ngulo da malha fica bem definido. Este algoritmo usa o conceito de
mapeamento transfinito descrito nessaeexpode ser dividido em&s partes:

1. os pontos do contorn@e posicionados em determinadas posgda malha;

2. 0s pontos interioresa® calculados e armazenados no vetor de pontos de acordo
com a ecnica de mapeamento transfinito;

3. os elementos triangularedsdefinidos e armazenados no vetor dangulos.
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E interessante observar que esse algoritmo se baseia justamerétia i iencontrar
intersec@es de isocurvas do projetor trilinear definido pelés turvas de contorno. A
Fig. 4 ilustra essa etapa.

(a) Curvas de contorno. (b) Discretiza&o das curvas

(c) Mapeamento

Figura 4: Discretize@o das curvas de contorno e gé&racla malha.

3. GERACAO DO ESPACO PARAMETRICO

A técnica utilizada, desenvolvida por Floater (1997) e implementada por Miranda e
Martha (2004), se baseia no trabalho apresentado por Tutte (1963) sobre teoria dos grafos.
A solugao adotada mapeia cadatrgulo da trianguldép da supetrtie em um trangulo
no espaco paragtrico. Desse modo, cada porita y, z) da triangulago & associado a
um ponto(u, v) do espaco para@trico.

Neste trabalho, foi utilizada a biblioteca PFS (Miranda e Martha, 2004), que
apresenta uma implemeng;de acordo com o trabalho de Floater. A entrada de dados
da PFSé uma malha topologicamente consistente. O procedimento inicial consiste em
encontrar um plano deimimos quadrados com @&order Stonesla malha da supédie.
Definem-se com@order Stone®s ros localizados em cantos agudos da malha. Esses
nos fi0 calculados automaticamente pela biblioteca PFS.

Em seguidag criado um sistema de coordenadas locais nesse plano, de modo que
0 eixou € orientado do primeiro para o segurdorder Stone Os Border Stonesao
projetados no plano e mapeados para um sistema normalizado nesse mesmo plano.
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As curvas de contorno sev mapeadas para retas definidas Pporder Stonesde
modo que os @s do contorno da malh@s mapeados respeitando o comprimento do arco
ao longo da curva.

A determina@o dos valores paragtricos relacionados @8 do interior da malha
feita inicialmente pela projéo dessesds no plano. P@&m, valores mais interessantes
sao obtidos usando alguma forma de parametéiaac

Floater prope \arias formas de obter uma parametrézac A diferenca entre as
formas de parametrizag esh no modo de calcular fatores de pondérarelativos a um
no e seus s adjacentes.

A parametrizago usando preservag de formaé utilizada neste trabalho. Ela se
baseia no uso de combiri@Es convexas. O trabalho de Tutte apresenta @naida
para desenho de grafos planos com linhas retas usando cob¥snagnvexas. Essas
combina@es devem seguir algumas regras-gefinidas. Mais informdégs podem ser
encontradas em (Floater, 1997). A Fig. 5 exibe uma malha de elementos triangulares e
seu espaco pardaatrico correspondente.

Figura 5: Malha de téingulos e espaco paratrico gerado usando a PFS.

4. RECUPERACAO USANDO COORDENADAS BARIC ENTRICAS

Esta sego apresenta umadnica utilizada para recuperar, a partir das coordenadas
parangtricas, os valores e derivadas correspondentes na migperf

SejaT” um triangulo formado pelosarticesvy, v1, v.. Dado um ponta: qualquer do
plano, podemos representada seguinte maneira:

T =avyg+buvy +cvy, a+b+c=1, (2)

onde(a, b, ¢) sS40 as coordenadas baitdricas de: em rela@o ao tranguloT'.
Este conceito apresenta as seguintes propriedades:

e a soma das coordenadas bantricas sempre igual a um;

e as coordenadas bagistricas 80 sempre positivas no interior doéinigulo;
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e se 0 ponto eétlocalizado em uma aresta ddtrgulo, uma coordenada aezero;

e se 0 ponto eét localizado em um artice do trangulo, duas coordenadas &®r
nulas;

e se 0 ponto eétlocalizado fora do téingulo, pelo menos uma coordenédsegativa.

A Fig. 6 ilustra o uso de coordenadas bantricas para recuperar valores em um
triangulo. Neste exemplo, sabe-se que edieesA, B e C tém valoresf(A), f(B) e
f(C) associados. Dado um pontale coordenadas baéintricas(a, b, ¢) no triangulo,é
possvel achar o valor d¢ (x) queé dado porf(A) + bf(B) + cf(C).

Usando coordenadas baritricas, um ponto qualquer da suped pode ser obtido
da seguinte maneira:

1. dado um pontar = (u,v) do espago paraetrico, determina-se o &nguloT’,
formado pelos &rticesuy, vy, v, dO eSpaco paraetrico, que corémz;

2. obttm-se as coordenadas béritricas(a, b, ¢) do pontoz em rela@o ao trangulo
T.

3. recupera-se os pontgséu,), f(v1) e f(vy) da supefitie correspondentes aos pontos
vg, V1 € V5 dO espaco paragtrico;

4. o pontof(x) da supeiitie & calculado usando as coordenadas Batficas de: no
triangulo formado pelos pontggv), f(v1) € f(v2). EnBo:

f(z) = af(vo) +bf(v1) + cf (v). 3

O mesmo procedimentutilizado para recuperag das derivadas.

E interessante ressaltar que a deternéinago tréingulo que com um pontox
é feita testando-se cadaanigulo da trianguldép, aé que se encontre o angulo no
qgual as coordenadas baritricas sejam todas positivas. Uma maneira de otimizar esse
processo consiste em armazenar para caédaguio informades relativasa sua caixa
delimitadora, ou seja, as coordenadas dangtlo que envolve o &ingulo pounding

f(B)

f(A)

. f(C)
x(a,b,c)

C A

Figura 6: Recuper@p de valores usando coordenadas eatiicas.
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boX). Dessa maneira, compafes simples & feitas em cada #&ngulo para se
determinar a possibilidade de o ponto estar contido na caixa que envolaagulo.

Outra forma para otimizar o processa@ utiliza@o de estruturas de dados especiais
(arvores) para armazenar as inforieg de cada fingulo. Esse procedimento aind#on
esf implementado neste trabalho.

Por se tratar de uma interpotez;linear local em cada &mgulo, sem haver qualquer
processo de suavizag, essaécnica R0 gera supeidies suaves, mas tem baixo custo
computacional. A Fig. 7 exibe uma sugeié triangular recuperada usando e&sanica.

Figura 7: Supeitie triangular recuperada por coordenadas Batricas.

5. RECUPERACAO USANDO SPR

A recuperago usando SPR uma é&cnica que busca obter supeids mais suaves
que as obtidas por recupedacusando coordenadas béritricas. Esta sé&@ coném um
breve resumo da&tnica original e descreve sua adaptafgita neste trabalho.

5.1 SPR original

A técnica SPRSuperconvergent Patch Recoveéyaplicada em aalise nun&rica
pelo Método dos Elementos Finitos. Essnica foi desenvolvida inicialmente por
Zienkiewicz e Zhu (1994) & bastante utilizada em Engenharia, por exemplo, para se
obter um campo de te@ss aproximado a partir de pontos de amostragem.

A aproxima@o de um campo génicoé dada por

Y = Pa, (4)

onde P coném termos polinomiais € € um conjunto de pametros desconhecidos.

Os termos polinomiais devem ser previamente definidos de acordo com aaplica¢
Um exemplo simpleg o plano representado pBr= [1,u, v]. Nesse cas@& necesario
calcular os pametros: = [ag, ay, as).
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O calculo do conjunto de pametros: se baseia em sistemas denirmos quadrados
ponderados. A amostra considerada para egkeilo € obtida a partir de grupos de
elementos denominadpsitches

Desse modo, dado unbrgqualquer do campo, deve-se inicialmente criarpatch
No SPR original, a formap depatchessegue um conjunto de regras e resieg. A Fig.

8 exibe umpatchcom quatro elementos quadrilaterais formado por égneentral. Cada
elemento possui quatro pontos de amostragem denotados panboisx. Esses pontos
possuem, opcionalmente, um peso associad@ gieterminado pelo inverso da distia

do ponto de amostragem ao formador depatch Sao esses pontos de amostragem que
seio levados em considei@ag para gerar a expaacs polinomial.

Entio, sendou;,v;) as coordenadas Cartesianas de um ponto de amostragem
o(u;,v;) 0 valor associado ao ponto de amostragem;eseus pesosé necesaio
minimizar a fun@o

m

F =" wolus,vi) — (s, v)]. )
=1
Substituindo a Eqg. (4) na Eq. (5), chegaasierma

m

F =" wo(u,v) — Plug,v;)al*. 6)

=1

Para minimizar essa fuég, & necesario fazerl: = 0, chegando-se ao sistema de
equaes lineares

Aa = b, (7)
onde
A= waPt(ul,vz)P(uz, Ui> (8)
i=1
b= Zw§Pt<uiavi)a(ui7vi)' 9)
i=1

Figura 8:Patchgerado por um @do campo.
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Desse modcg possvel calcular o vetor correspondente ao conjunto de foaetros
do polindmio, calculando-se a matriz inversa de

Finalmente, as coordenadas dopodem ser aplicadasexpando polinomial para
se recuperar o valor aproximado.

5.2 SPR adaptado

A SPR original foi adaptada neste trabalho para a recupei@e pontos da supéte
a partir de um conjunto de pontos do espaco patdoo. Existem algumas diferencas
fundamentais entre os dois procedimentos.

No caso da SPR original, os pontos formadoregaleh sao ros do campo. Os
elementos contidos mmtchpossuem pontos de amostragem que determinam a &@ans
polinomial dada pela Eq. (4). Ain disso, apenas uma quantidade finita de pontos podem
ser determinados, para garantir a congagga dogpatches

Pom, no caso da recupetagde pontos da supé@sie, € necesario se calcular, a
partir de um ponto qualquer do espaco patino, suas coordenadas correspondentes na
superfcie.

Neste trabalho, os patchésscriados a partir de algunésido espaco paratrico no
inicio do processo, seguindo uma regra que garante quegdsesejam todos disjuntos e
cubram todos os fingulos do espaco paratrico. A Fig. 9 exibe um espaco paratrco
triangulado dividido enpatches

Cadapatch do espaco paragtrico tem seu polibmio gerado a partir de uma
amostragem formada pelognices dos tAngulos nele contidos. Neste trabalho, foram
considerados pol@mios quadaticos com os termos polinomials= [1, u, v, u?, uv, v?],
para gerago de supefr€ies suaves.

Além disso, para a obteig de superties suaves necesaio garantir a transap
suave entre ogatches Com essa finalidade, algumas adapéscforam desenvolvidas.

Figura 9: Espaco paragtrico triangulado dividido erpatches
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Dado um espaco pardatrico dividido em patches, oatculo de um ponto da
superfcie a partir de um ponttu, v) qualquer do espaco parétrico ocorre da seguinte
maneira:

1. determina-se o ihgulo7’ do espaco para@étrico que corém o pontdu, v);
2. determina-se patch P no qual o trangulo esi contido;

3. determinam-se todos oséarigulosT; ; que compartilham oérticev; do triangulo
T (inclusive o poprio T);

4. determinam-se gsatchesP,; ; que coném cada t@nguloT; ;;
5. calcula-se, a partir do polimio p; ; gerado por cadpatch P, ;, o valorp; ;(u, v);

6. para cada, € feita uma radia M, dos valores; ;(u,v) usando todos os patches
P; ;. Esse alculoé dado pela equag

M;(u,v) = nl (letj(u,v)) , (20)

j=1
onden; & a quantidade de &mgulos que compartilham @sticev;;

7. calculam-se as coordenadas banigicas:;, ¢, € c3 relativas aos &rticesv;, v, € v
do trianguloT;

8. o valor finalé obtido pela seguint®@fmula:
3
V(U,U) = ZCiMi(u7U>' (11)
=1

O procedimento acim& utilizado tambm para recuperag das derivadas. O
procedimento para determirgag do tringulo que com o ponto(u,v) est descrito
na se@o de recuperap usando coordenadas baritricas. A determin@p dopatchque
coném cada t@nguloé facilmente executada usando-se estruturas de dados simples.
A formulaggdo acima garante a tranait suave entre os patches, pelo uso de
coordenadas baatricas. A Fig. 10 exibe uma supieié triangular recuperada usando
SPR.

Figura 10: Supetf€ie triangular recuperada por SPR.
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6. EXEMPLOS

Esta sego ilustra o procedimento para interp@acde supetties pararatricas
triangulares, desde a discretidZacdas curvas de contornoéafs duasécnicas de
recuperago, usando coordenadas baritricas e SPRE Importante ressaltar que todas as
imagens foram obtidas do ambienté@figo desenvolvido neste trabalho para modelagem
e visualizado de supefties.

A Fig. 11 exibe tés curvas de contorno e pontos representando a disciaiiasger
utilizada para a gerap da malha de elementos triangulares.

Figura 11: Discretizego das curvas de contorno.

A malha gerada a partir da discretiaacacima pode ser vista na Fig. 12. Essa figura
tamkem exibe o espaco par@itnico gerado pela biblioteca PFS.

Figura 12: Gerago da malha de elementos triangulares e espaco paiamobtido.
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Finalmente, a Fig. 13 e a Fig. 14 exibem a supefrecuperada usando a
recuperago por coordenadas bagittricas e SPR respectivamente.

‘»

Figura 13: Supef€ie recuperada usando coordenadas baticas.

™

Figura 14: Supeftie recuperada usando SPR.
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7. CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Tendo em vista a dificuldade para a modelagem de Sgmftriangulares, este
trabalho apresentou uma alternativa para a modelagem de isigzenbararatricas
triangulares a partir de @& curvas de contorno. De modo geral, o procedimento
apresentou bons resultados, com algumas obsEsagserem feitas.

A técnica de recuperag usando SPR apresentou bons resultados, mé&admnde
minimos quadrados usado para gé@do polidmio rao garante que a supmit gerada
ira respeitar todos os pontos da malha de elementos triangulares. Desse modo, o contorno
da supeiicie pode apresentar pequenas diferencas enaadadiscretizago do contorno.

Sao0 sugestes para trabalhos futuros o desenvolvimento de um tratamentdfespec
para garantir que as supieis respeitem as curvas de contorno, um estudo comparativo
entre as supeidies geradas a partir de coordenadas Batiicas e SPR, e o
desenvolvimento de @todos para gerag depatchesem triangulades arbitarias.
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